Histdria pouzitia matematickeho
aparatu vo fyzike.
Nieko ko prikladov

Matematika ma skoro vzdy pripraveny vhodny
aparat pre fyziku, ale nie vzdy a nie vzdy o nom
fyzici vedia.



Uvod

E. Wigner , 1959, O nepochopitelnej efektivnosti
matematiky v prirodnych vedach.

Zosilnenie naliehavosti otazky: aparat prave v éas

5. st.pr.n.l. Pythagorejci, hudba, astronomia, prvy pokus
(aspon v Eurdpe) o systemat. pristup.

Vplyv na Platona: pokus o matematizaciu prirody,
samozrejme zbyto€ny.(Jan PatoCka: Aristoteles,....)

Nechajme to, postupime ovela dalej.



Novovek

Az na malé vynimky (Archimeédes, Ptolemaios,
niektori astronomi) matematika vzdy predbiehala fyziku,

alebo skor fyzika bola robena matematikmi (Pascal,

Descartes, Huygens atd.), fyzici — uzivatelia (Kopernik
vS. Rheticus)

« 17/. stor. zaClatok moderne| fyziky: G. Galilei kontra
Aristoteles - moznost' mechaniky a najma

l. Newton — diferencialny a integralny pocet a nova
mechanika

e 18. a prva polovica 19. stor.

Bernouliovci, L. Euler, J.-B. Fourier, J.-L. Lagrange, P.S.
de Laplace, S.D. Poisson, F.Gauss , C.G. Jacobi, W.R.
Hamilton , M.V Ostrogradskij, atd.



Koniec 19. a zaciatok 20. stor.

Cast fyzikov sa silne orientuje na matematiku:

H. Helmholz, J.C. Maxwell, lord Kelvin, G. Stokes, O.
Heaviside, J.W.Gibs, H.A. Lorentz, A. Somerfeld, L.
Boltzmann a mnohi dalSi-prevazne uzivatelia kvalitnej
vtedajSe] matematiky

Matematici: H. Poincare, P. Appel, E.T. Whittaker,
Ljapunov, Mescerskij a i.

Fyzika v potrebach takmer dobieha matematiku, ale
celkove matematické povedomie u fyzikov je este
skromné (dva priklady: Gamov vs. Kocin, matice &
Heisenberg , Jordan, Born.)

Je tu ¢as na prvy priklad.



Tenzorovy pocet a vSeobecna
tedria relativity

R. 1905 A. Einstein a H. Poincaré , Specialna tetria
relativity, bezna spi¢kova matematika tej doby (Lorentz)

R. 1913 praca A. Einsteina a M. Grossmanna Projekt
vSeobecnej teorie relativity a teorie gravitacie.

R. 1916 konecna praca A. Einsteina Die Grundlage der
allgemeinen Relativitatstheorie

Einsteinove poziadavky na rovnice gravit. pola:

Maju sa podobat na rovnice pre Newtonovo gravit. pole,
ale potencial musi byt vyjadreny tenzorom, ktory
popisuje geometriu priestoru:



Tenzorovy pocet a vSeobecna
tedria relativity

LS = PS
sem vstupuju geometr. sem vstupuju fyzikalne
charakteristiky priestoru charakteristiky, najma

rozloZzenie hmotnosti

Pre favu stranu bola
potrebna vrcholova viac-menej znama zo

geometria toho ¢asu, Specialnej tedrie relativity
ktora bola prave

dokoncCovana



Vznik tenzoroveho poctu a zaver
1. prikladu

R. 1854 zakladna prednaska B. Riemanna, publikovana
az vr. 1866, ale uz predtym Gauss a ini (teodria pléch)

R. 1859 A. Cayley
R. 1869 E. Beltrami, Elvin Christoffel, Lipschitz,

Do r. 1901 talianski geometri Luigi Bianchi, Gregorio
Ricci-Curbastro, Tulio Levi-Civita tzv. Absolutny
diferencialny pocet (Calcolo assoluto differenziale)

KonecCny vysledok: R_-%Rqg, = 8mT,

Geometri len-len, ze to stihli (T. Levi-Civita ,1917)!



Kvantova mechanika, funkcionalna
analyza a tedria grup

Kvantova mechanika r. 1925 mala dva zdroje:

* VInova mechanika, E. Schrodinger (a Herman Weyl)

* Maticova mechanika, W. Heisenberg, P. Jordan, M. Born
(a David Hilbert)

* Neskor ukazal Schrddinger ich ekvivalentnost a teraz sa
pouziva akasi ,splynutd“ verzia (asi najblizsSie k P.A.M.
Diracovi a funkcionalnej analyze, ¢o pochadza v kvant.
mechanike od Weyla a J. von Neumanna)

* Velmi strucne a Cco najjednoduchsie, o Co v nej ide:



Kvantova mechanika, funkcionalna
analyza a tedria grup

» Ulohou je riesit’ tzv. Schr. rovnicu (najst vietky W a E):

Hxy,2)¥W, (xy.2) = E, ¥, (X.y,2)

e Samotna uloha patri do funkcionalnej analyzy, ktora
sa asi 10-15 rokov predtym zacala budovat a nieco
robili H. Weyl, D. Hilbert, von Neumann a i. s fyzikmi

sucasne.
* Rovnica je vo vacsine pripadov zlozita — prilezitost
pre teoriu grup.



Kvantova mechanika a tedria grup

Teoria grup je Cast algebry, vznikla okolo roku 1832, ked
ju E. Galois vypracoval a pouzil na dlho nevyriesené
problémy s algebraickymi rovnicami.

Symetria ~ nejaka grupa
Velmi vhodna struktura prerastla celou matematikou a

najma geometriou (F.Klein, 1872, Erlangensky
program), ale tiez sa objavila v mechanike ( E.NGther)

Na prelome 19. a 20. stor. vznikla aplikacia teorie do
priestorov funkcii, tzv. teoria reprezentacii grap

Ferd. Frobenius, 1898, Isal Schur,1905, W. Burnside,
opat H. Wey!l



Kvantova mechanika a tedria
reprezentacii grup

Akad. Korinek: Tym, ktori maju sklon povazovat za
velky vedecky objav len to, o ma bezprostredné
aplikacie, by som rad pripomenul, ze ked bola
okolo roku 1900 budovana teoria reprezentacie

grup, nikto vtedy netusil, aky vyznam bude mat
neskor vo fyzike pre kvantovu teoriu

Ak sa vratime k Schr. rovnici
e Hixy,2) ¥, (xy,2) = E ¥, (Xy.2),

 Namiesto jej tazkého rieSenia ponuka teoria
reprezentacii

1. najst symetriu operéatora H



Kvantova mechanika a tedria grup

2. Metodami tedrie reprezentacii grup ziskat' celé rieSenie

Detailne je to tazke ,ludovo® popisat,ale slovnik
jednotlivych pojmov z kvant. mechaniky a teorie
reprezentacii vela napovie:

Stav kvant. sustavy W, ;= i-ta bazova funkcia ireducibilne;
reprezentécie grupy symetrie H

Stavy prislusné tej istej energii E,, = podpriestor bazovych
funkcii n-tej ireducibilne;
reprezentacie grupy symetrie H

Kvantové Cisla n = charakteristiky jednotlivych
iIreducibilnych reprezentacii grupy
symetrie H



Kvantova mechanika a tedria grup

Kto sa o to pricCinil?
E. Wigner, 1927, J. von Neumann & E. Wigner, 1928,
atomove spektra

H.Weyl, 1928, kniha

H. Bethe, 1929, rozStiepenie atbmovych hladin v
krystaloch

Kuriozita: E.Cartan uz v r.1913 vypracoval (samozrejme
pri hfadani parnorozmernych ireducibilnych
reprezentacii grupy otacani v priestore) aparat pre
popis spinu , ktory fyzici pomerne dlho hladali v rokoch
1925 — 1926.



Diracova O-funkcia a teoria
distribdcii
e Jf()f (X)dx = 0 ak m#n

e Jf(X)f (X)dx = 1 ak m=n skalarny stéin
m, n prirodzené tzv. diskrétne spektrum

* Preredlne A, ¢ tzv. spojité spektrum
JH) fe(x)dx = 0 ak A#¢&

Ak A =g, je problem, integral diverguje. Neda sa
normovat k jedniCke

— Normovat na o-funkciu P.A.M. Dirac
I f () dx =8 (A- )



Diracova 0-funkcia a teoria
distribucii

Vlastnosti: O(A)=0 pre A#0,
0 (A) =0 (-A)
[8(\) dA =1

,Funguje* len pod integralom takto:
Jf(NB (N dA =f(0)

Taka funkcia nie je !

J. von Neumann: .....Nehladiac na to, Dirac pokrytecky
dopustil existenciu funkcie takého druhu....

Ale funguje to'!

1. J. von Neumann dostatoCne rutinovany, aby sa
problemu vyhol



Diracova 0-funkcia a teoria
distribucii
2. L. S. Sobolev zrealizoval doslova Diracovu predstavu

. -
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Diracova 0-funkcia a teoria
distribucii
3. L. Schwartz, 1945, si vsimol, ze ,len pod integralom*

— teodria distribucii

* Prechod k funkcionalom, potom sa daju zaradit aj
O-distribucie ako obycajné funkcie
« Ako distribucie sa daju derivovat skokové funkcie a ine

* V tomto pripade nebol aparat pre fyziku pripraveny



Naposledy P.O.M. Dirac

Priklad na neznalost toho, ¢o uz bolo u protistrany
urobené:

 R. 1927 Diracova rovnica (zakl. rovnica relativistickej
kvantove] mechaniky)

Sam odvodil koeficienty — Diracove y-matice
Cliffordova algebra, W. Clifford, 1879
 Naopak: V 60-tych rokoch pri dokaze tzv. vety o indexe

M. Atiyah a |l. Singer (Abelova cena 2004) sami odvodili
Diracovu rovnicu a jej zovSeobecnenia.



Dakujem Vam za pozornost



