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Predslov

Tento ucebny text je ureny posluchacom prvého roc¢nika studijného odboru 76-12-8
, Ucitel'stvo v8eobecnovzdelavacich predmetov v kombinaciach s matematikou. Je vyho-
toveny na zaklade prednasok autorov a ich viac ako desatro¢nych skusenosti z vyucby
tohoto predmetu na PF UPJS. Pri jeho pisani sa autori snazili zohladnit Specificnost
ucitel'ského studia matematiky. Predkladany ucéebny text nebol pisany pre nedostatok
ucebnic matematickej analyzy. Dovodom pre jeho napisanie boli zistenia autorov, Ze po-
sluch&¢i nemaju zo strednej Skoly dostatocné skusenosti v praci s odbornou literattarou,
tazkosti mnohym sposobuje (najmé v prvych semestroch) ¢o i len trochu odlisny vyklad,
nie zriedka aj zmena v oznacovani, ¢im im unika podstata Studovanej problematiky.

Autori textu si nekladli za ciel byt originalni. Ich snahou bolo urobit taky vyber tém,
aky je nutny pre budiceho ucitela matematiky a zvolit takt metodu vykladu, ktora je
podla ich nazoru vhodna pre posluchacov prvého ro¢nika. Dobré zvladnutie uciva (rozsi-
renie matematického aparatu a s tym stvisiace moznosti uplatnenia inych dokazovacich
metod ako aj ziskanie potrebnych pocetnych schopnosti) predpoklada pouzitie aj d'alsich
literarnych pramenov (ucebnic, zbierok tloh) podla odporucania vyucéujaceho.

Je potrebné si uvedomit, ze kurz matematickej analyzy patri k zakladom vyssej ma-
tematiky a je dolezitym prostriedkom pre pestovanie vSetkych zloziek ,matematického
myslenia“, medzi ktoré pocitame schopnost abstrahovat, dedukovat, presne a vecne sa
vyjadrovat, logicky kombinovat, uvazovat v pojmoch, analyzovat. K tomu je dobre vediet,
ze matematika, podobne ako kazda in& vednéa disciplina, si vytvorila svoj vyjadrovaci
prostriedok ,,matematicku rec¢*. Tato sa podstatne nelisi od beznej hovorovej rec¢i. Roz-
dielnosti, ¢o do povahy vyjadrovania, spoc¢ivaju iba v tom, Ze v matematike sa vyjadrujeme
starostlivejsie a zodpovednejsie nez v beznom rozhovore. Svoje myslienky, ¢i tvrdenia, mu-
sime formulovat jednozna¢ne, aby nedoglo k ich rozdielnym interpretaciam. Specifickou
¢rtou matematickej reci je vyjadrovanie , v pojmoch®, , v symboloch®, | vo vyrokoch®. Je
to vsak len formélna odlisnost od hovorovej reci, ktord umoznuje vyjadrovat sa strucne
a zrozumitelne s tym, Ze podstata povedaného zostava zachovana. gpeciﬁckou ¢rtou ma-
tematiky (a to aj v porovnani s inymi vednymi odbormi) je abstraktnost pouzivanych
pojmov, exaktnost jej metod a Siroka skala platnosti vysledkov (tvrdeni). V matematike
bezny stupen abstrakcie a exaktnost pracovnych postupov ¢asto sposobuju zaciatocni-
kovi tazkosti, studovana problematika sa zda prili§ teoreticka. Treba si vSak uvedomit,

7e prave vdaka vysokému stupiu abstrakcie a exaktnosti plni matematika svoju velmi
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délezitu a nezastupitelna tlohu v inych vednych disciplinach, a tym v spolo¢enskom po-
kroku vo vieobecnosti. Sirokd platnost matematickych vysledkov znamena moznost ich
pouzitia v rozli¢nych oblastiach Tudskej ¢innosti a je podmienend prave abstraktnostou
pojmov a logickou bezospornostou postupov ziskania tychto vysledkov. Je nutné, aby si
budrci u¢itel matematiky zvykol na poZadovany stupen abstrakcie i na stupen presnosti,
ktoré st v matematike bezné, t.j. aby si osvojil ,,matematické myslenie”. Bez neho nie je
mozné uspesne Studovat narocnejsie partie matematiky, ani tspe$ne vyucovat matema-
tiku. Citatelovi preto odporucame, aby venoval nalezitti pozornost pojmom zavedenym
v definiciach, (obsahovo) presnému zneniu viet a ich dékazom. Ak pri takomto pristupe
poslucha¢ vyciti tlohu definicii a zédkladnt myslienku dokazu tej ktorej vety, zisti ako
jednotlivé casti Studovanej latky navzajom suvisia a ako mélo je zakladnych myslienko-
vych pochodov, ktoré sa v najrozli¢nejsich kombinaciach vyskytuja. Ako je dobre zname,
nutnym predpokladom tuspe$ného studia (nielen matematiky) je systematickost v préaci.
Pripadné pociatocéné, tazkosti pri studiu je mozné obyc¢ajne odstrénit hizevnatostou a tr-
pezlivostou.

Predkladany uc¢ebny text je cleneny na kapitoly a kapitoly na ¢lanky. Kazda kapitola je
okrem néazvu oznacena svojim poradovym ¢islom. Kazdy ¢lanok je okrem nazvu oznaceny
¢islom kapitoly, v ktorej sa nachédza a svojim poradovym ¢islom v tejto kapitole (napr.
¢lanok 3.2 je druhy ¢lanok v tretej kapitole). Definicie, vety, poznamky,...st oznacené
tromi ¢islami, z nich opét prvé znamenéa kapitolu, druhé ¢lanok v tejto kapitole a tretie
poradové ¢islo v danom ¢lanku (napr. veta 2.4.5 sa nachadza v 2. kapitole, 4. ¢lanku ako
piata v poradi definicii, viet, poznamok,... ). Vzorce a dalsie vztahy, na ktoré sa v texte
odvolavame, su ¢islované samostatne v kazdej kapitole.

Stubezne s kurzom matematickej analyzy je do vyucby v 1. semestri zaradeny predmet
,Uvod do studia matematiky“, ktory je obsahovo zamerany na rozsirenie a prehlbenie
poznatkov o vyrokoch a mnozinich, na tlohu a postavenie axiéom, definicii, viet a ich
dokazov, ako aj na symboliku ¢i zauzivané sposoby oznacenia v matematike. Preto o tychto
pojmoch ucebny text nepojednéva.

Zelanim autorov je, aby predkladany ucebny text pomohol posluchacom zvladnut za-
klady matematickej analyzy a aby prispel k ich adaptéacii na vysokoskolské stiudium.

Aj pri najpozornejsSom pisani a opakovanom ¢itani obsiahlejsieho textu je tazké vyhnut
sa vSetkym chybam, najmé forméalneho charakteru. Autori preto uvitaju kazda pripo-
mienku poukazujicu na chyby a nedostatky tohoto u¢ebného textu.

f)akujeme pani doc. RNDr. Zuzane Bukovskej, CSc. a oponentom panom doc. RNDr. Ja-
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novi Borsikovi, CSc, Prof. RNDr. Pavlovi Marusiakovi, DrSc. a prof. RNDr. Vincentovi
Soltésovi, CSc. za starostlivé ¢itanie rukopisu a pripomienky, ktoré prispeli k zlepgeniu

tohto ucebného textu.

Autori



1 Realne cisla

1.1 Axiémy realnych cisel

Pojem cisla je jednym zo zékladnych pojmov matematiky. Stretavali sme sa a pracovali
s nim od prvého ro¢nika zakladnej skoly. Najskor to boli ¢isla prirodzené, potom celé,
neskor racionalne a na strednej Skole aj ¢isla iracionalne a komplexné. Dozvedeli sme
sa, ze Cisla racionalne a iracionalne nazyvame realnymi a naviac, ze mnozinou vsetkych
realnych ¢isel (oznacenie R) rozumieme zjednotenie mnoziny vSetkych racionalnych ¢isel
(oznagenie Q) a mnoziny vSetkych iracionalnych ¢isel. Oboznamili sme sa s vlastnostami
operacii s¢itania, od¢itania, nasobenia a delenia, i relacii rovnosti a nerovnosti. Pravda
nie vSetky tvrdenia boli dokézané. Casto sa iba kongtatovalo, 7e to a to sa d4 dokézat.
Poznamenajme, Ze nie je cielom tejto kapitoly systematické studium zékladnych vlast-
nosti realnych ¢isel, nakolko toto je predmetom kurzu teoretickej aritmetiky. My uvedieme
axiomy realnych ¢isel a odvodime niektoré dalsie vlastnosti realnych ¢isel, ktoré budeme

potrebovat pri budovani matematickej analyzy.

Definicia 1.1.1. MnoZzinou realnych ¢isel (R) budeme nazyvat mnozinu prvkov z,
Y, 2, ..., na ktorej si definované operacie sCitania a nasobenia a relécia usporiadania,
pre ktoré st splnené nasledujtice podmienky (platia nasledujice axiomy):
A. Séitanie. Kazdej dvojici prvkov x,y € R je priradeny prvok ¢t € R, ktory nazyvame
sictom prvkov x a y a oznacujeme x + y, pricom platia axiomy:
Ay x4y =1y+x pre vietky =,y € R.
Ay (x+y)+2z=ax+ (y+ 2) pre vietky z,y,z € R.
As: V R existuje prvok, ktory ozna¢ime 0 (a nazyvame nulou), taky ze z + 0 = z
pre kazdé x € R.
Ay Ku kazdému x € R existuje prvok y € R taky, ze z + y = 0. Tento prvok nazyvame
opacny k z.
B. Nasobenie. Kazdej dvojici prvkov x,y € R je priradeny prvok v € R, ktory nazyvame
sicinom prvkov = a y a oznaCujeme zy, pricom platia axiomy:
Bi: xy = yx pre vSetky x,y € R.
Bo: (zy)z = z(yz) pre vietky z,y,z € R.
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Bs: V R existuje prvok rozny od 0, ktory zna¢ime 1 (a nazyvame jednotkou), pre ktory
je x -1 =ux pre kazdé x € R.
By: Pre kazdé » € R, z rozne od 0, existuje prvok u € R, nazyvany prevratenou
hodnotou k z, taky, ze zu = 1.
Bs: z(y + z) = xy + xz pre vietky z,y, 2z € R.
C. Usporiadanie. Pre kazdé dva prvky z,y € R plati asponn jeden zo vztahov = < vy,

alebo y < x, pricom platia axiomy:

Cirx<zxprekazdé z e Ryakz <yay <z takx=y.
Co: Ak z,y,z e R, pritom z < yay < z, tak v < z.
Cs: Akz,y,ze Rax <y, takz+2<y+ 2z
Cy: Ak z,y € R, pritom 0 <z a 0 <y, tak 0 < zy.
Cs: Ak M C R, M # () a existuje z € R takeé, ze pre kazdé x € M je x < z, tak existuje
prave jedno realne ¢islo S tychto vlastnosti:
a) pre kazdé z € M jex < S,
b) ak pre t € R plati ¢ < 9, tak existuje aspon jedno xy € M také, ze t < xg
(t < S znamené, ze t < S at #S9).

Urobme niekol'ko poznamok k tejto definicii. Predovsetkym vidime, Ze sme nedefinovali
jednotlivé realne ¢isla, ale vSetky naraz ako mnozinu prvkov vyhovujicich istej ststave
axiom. St znédme aj iné sposoby budovania teorie redlnych ¢isel, kde to, ¢o my povazujeme
za axiomy, st vety, ktoré je mozné ziskat z axiom teorie ¢isel a teérie mnozin. Napr. v [5]
je vyssie uvedena axioma Cs, nazyvana ,,Axiéma o hornej hranici“, zaradené ako veta
a dokézana.

Prejdime k odvodeniu dalsich vlastnosti realnych ¢isel, ktoré mozeme povazovat za do-
sledky axi6m uvedenych v definicii V dalsom budeme slovom ,,¢islo” rozumiet realne
¢islo. V pripadoch, ked bude potrebné realne ¢islo presnejsie charakterizovat, napr. ked

pojde o cislo celé, alebo raciondlne,. .. vzdy to vyslovne uvedieme.

1.2 Désledky axiém scitania

Veta 1.2.1. V mnozZine R existuje len jedna nula.

Dokaz. Nech existuju dve nuly 07 a 0, 0; # 02. Potom pomocou axiom Az a A; mame

01 = 0y 4 0y = 05 + 0y = Oo,t.j. 0y = 0,
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¢o je spor, lebo sme predpokladali, ze 0; # 0,. O
Veta 1.2.2. Ku kaZdému x € R existuje v R len jeden opacny prvok.

Dékaz. Nech x € R je taky prvok, ze k nemu existuji dva rézne opacné prvky yi, 2 € R.
Potom postupnym pouzitim axiom Az, A, Ay, Ao, Ay, Ag, Ay, Ay, A3 v tomto poradi

mame
Y=1+0=0+yp=@+y)+p=c+ @ +yp)=
=r+ty)=@+y)+n=0+n=u+0=y.
Dostali sme, zZe y5 = y1, ¢o je spor s predpokladom. O

Pre prvok opac¢ny k prvku x budeme pouzivat oznacenie —z. Teda = + (—x) = 0, ale
podla axiomy A; aj (—z) + x = 0, t.j. prvok z je opa¢ny k prvku —zx, a podla prave
zavedeného oznacenia plati —(—x) = z.

Sucet z + (—y) budeme pisat v tvare z — y a budeme ho nazyvat rozdiel prvkov = a y.
Tym sme sa dopracovali k operacii odéitania, definovanej na mnozine R.

Prv nez uvedieme dalsiu vlastnost opacného prvku uvedomme si, Ze pre Iubovolné

x,y,z € R méa sucet x + y + z jednozna¢ny zmysel, ¢o lahko vyplyva z axiom A, a A;.

Veta 1.2.3. Nech x,y € R. Prvok opacny k siuctu x + y sa rovnd suctu opacnijch prvkov
krxaky (tj —(r+y)=—x—1y).

Dékaz. Vieme, ze prvok opatny ku z+y je —(z+7vy). Dalej, vzhladom na vyssie zavedené

oznacenie a na axiomu A; mame
(z+y)—z—y=cs+y—z—y=z—ax+y—y=0+0=0,

¢o podla axiomy A, znamena, Ze —x — y je prvok opacny ku z + y, a podla vety

vieme, ze —x —y = —(z + y). O
Veta 1.2.4. Pri danijch a,b € R existuje prave jedno x € R, pre ktoré plati
a+x=">. (1.1)

Toto x rovnd sa b — a (a nazgvame ho rieSenim rovnice ((1.1))).
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Dékaz. Najprv dokdzeme jednozna¢nost rieSenia rovnice (1.1). Nech x € R je rieSenim

rovnice (L.1]). Potom
r=2+0=0+r=a—-a+r=a+rv—-—a=b—a.

(Citatel nech si sim zdovodni kazdi z uvedenych rovnosti.)
Vidime, Ze ak nejaké = € R je rieSenim rovnice (1), tak sa rovna ¢islu b — a a nemoze sa
rovnat ziadnemu inému ¢islu.

Ukézeme este, ze ¢islo x = b — a je rieSenim rovnice (1.1]). Nakolko

a+(b—a)=a+b—a=a—a+b=0+b=0b+0=0,

tak ¢islo b — a vyhovuje rovnici (|1.1]), je teda jej rieSenim. ]

1.3 Dosledky axiém nasobenia

Veta 1.3.1. V mnozine R existuje len jedna jednotka.

Doékaz. Nech existuju dve rozne jednotky 1; a 1. Potom pomocou axiéom B3 a B; zistu-
jeme, Ze
L=h-Lh=1-1; =1y,

¢o je spor s predpokladom, ze 1; # 1,. O
Veta 1.3.2. ku kaZdému x € R, x # 0 existuje v R len jedna prevrdtend hodnota.

Dékaz. Nech y € R, y # 0 je ¢islo, ku ktorému existuju dve rézne prevratené hodnoty
21,22 € R, t.j. 21 # 25 a pritom yz; = 1, a tiez yzs = 1. Postupnym pouzitim axiém Bs,
B47 B17 B27 Bla B27 Bla B4a B3 mame

7 =2 1= 2(yz) = 2(21y) = (221)y = (2122)y = 21(22y) =
=z21(yz2) =21 -1 = 2y,
¢o je spor. O

Prvok, ktory je prevratenou hodnotou prvku = budeme oznacovat 1/x. Stucin x - (1/y)
zapiSeme v tvare z/y a nazyvame ho podielom z a y. Tym sme sa dopracovali k ope-

racii delenie, definovanej na R (okrem delenia nulou!). Pred uvedenim d'al3ej vlastnosti
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prevratenej hodnoty si v§imnime (pomocou axiom By, Bs), Ze pre Tubovolné z,y,z € R

mé sucin ryz jednoznacny zmysel.

Veta 1.3.3. Nech x,y € R, x # 0, y # 0. Prevrdtend hodnota ku sicinu xy sa rovnd
sucinu prevrdtengch hodnét k x a ky (t.j. 1/zy = 1/x-1/y).

Doékaz. Vzhladom na zavedené oznacenie vieme, ze prevratenou hodnotou k stucinu zy je

¢islo 1/zy. Pomocou axiom B a By zistime, Ze

1 1 1 1
__.my:_x._yzl.lzl
Tz y z Yy
Vidime, Ze su¢in 1/z - 1/y je prevratenou hodnotou ku zy a vzhladom na vetu je
1 11
. m
ry Ty
Veta 1.3.4. Pre dané a,b € R, a # 0 existuje prave jedno x € R, pre ktoré plati
ar =b. (1.2)

Toto x rovnd sa b/a (a nazgvame ho riesenim rovnice (|1.9)).

Dékaz. Najprv ukdzeme, Ze ak nejaké rieSenie rovnice (1.2)) existuje, musi byt rovné b/a.
Vynésobenim rovnice ([1.2)) ¢islom 1/a méame
b 1 1

—=—-b=—-arx=1-x=n1x.
a a a

Teda skutoc¢ne, ak z je rieSenim rovnice (|1.2)), tak = = b/a.
Ukazme este, ze ¢islo = b/a je rieSenim rovnice (1.2). Dosadenim ¢&isla b/a za x
do lavej strany rovnice ([1.2)) méme

b 1
a—=a—-b=1-b=0b,
a a
¢o znamend, ze ¢islo b/a rovnici ((1.2)) vyhovuje, je teda jej rieSenim. O

Veta 1.3.5. Pre lubovolné x € R je 0-x =0.

Dokaz. Podla axiom Bs, As, Bs
r=xz-1=2(14+0)=x-142-0=z+2z-0,

odkial podla vety [1.2.4] dostaneme

r-0=o0x—2=0. OJ

Veta 1.3.6. Nech x,y € R. Akxy=0ax #0, taky = 0.
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Dokaz. Citatel nech si saim zdovodni, ze

1 1 1
y=—zy=—(ry)=—-0=0. 0
X X X

Veta 1.3.7. Pre lubovolné x € R je —x = (—1)x.
Doékaz. Skutocne, lebo
(—Dx+z=[(-1)+1z=2-0=0 odkial mame (—1)z = —x,
¢o bolo treba dokazat. O
Uloha 1.3.8. Dokaite, 7e (—1)(—1) = 1.
Uloha 1.3.9. Dokaite, 7e pre Tubovolné z,y € R je (—2)(—y) = zy.

Uloha 1.3.10. Dokaite, Ze pre a,b,c,d € R, b# 0, d # 0, v pripade ¢) aj ¢ # 0 plati:
ad

=7

a c a c ad + be
—_ = = — b— — =
O R R v )

SHISY |o~|@

1.4 Veta o matematickej indukcii

Operacia s¢itania a jej vlastnosti dovoluju definovat pojem mnoziny v8etkych prirodze-

nych cisel.

Definicia 1.4.1. Mnozinou vsetkych prirodzenych ¢isel (oznacenie N) budeme nazyvat
najmensiu mnozinu realnych ¢isel, ktora obsahuje ¢islo 1 a s kazdym c¢islom n aj ¢islo

n+1.

Poznamenajme, Ze uvedenie definicie [1.4.1]si vyzaduje overit jej korektnost, t.j. mali by
sme ukézat, ze takd mnozina N existuje. K tomu by sme vSak potrebovali viac znalosti
z tedrie mnozin.

Vidime, ze do mnoziny N patria ¢isla 1,2 =1+1,3=2+1,...,n=(n—-1)+1,...,
ktoré nazyvame prirodzené cisla.

Vychadzajic z definicie dokazeme teraz dolezitu vetu, nazyvani ,,Veta o matema-
tickej indukcii®, ktoru ¢asto pouzivame ako dokazovaci prostriedok, ale ona nam poslazi

aj pri definovani novych pojmov.

Veta 1.4.2. Nech sa nejaky vijrok V' tgka prirodzengch cisel. Nech o vyroku V' je zndme:
a) Plati pre ¢islo 1.
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b) Ak plati pre prirodzené ¢islo n, tak plati aj pre ¢islo n + 1.

Potom vyrok V' plati pre kazZdé prirodzené cislo.

Doékaz. Nech A je mnozina tych prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati vyrok V. Potom A C N.
na druhej strane, z predpokladov vety vieme, ze 1 € A, a dalej, ak pre nejaké n € N
jen € A takn+1¢€ A. kedze je A C N, a tiez N C A, tak A = N, t.j. vyrok V plati

pre kazdé prirodzené dislo. O

[lustrujeme pouzitie prave dokazanej vety v tlohe dokazovacieho prostriedku na kon-

krétnom priklade.

Priklad 1.4.3. Dokazme, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati
1
1-2+2-3+3-4+...—|—n(n+1):§n(n+1)(n—l—2). (1.3)

Riesenie:. Dokaz vykoname metédou matematickej indukcie, t.j. pouzitim vety [1.4.2
Je zrejmé, ze nas vyrok ,ak n € N, tak plati (1.3)“ sa tyka prirodzenych ¢isel. Potre-
bujeme este overit splnenie predpokladov a), b) vety |[1.4.2} Vidime, Ze pre n = 1 ma ([1.3)
tvar 1-2 = %-1-2-3, resp. 2 = 2, ¢o je pravda, t.j. dokazovany vyrok plati pre ¢islo 1 (je spl-
neny predpoklad a) vety [1.4.2). Predpokladajme teraz, Ze nas vyrok plati pre prirodzené

¢islon =k, t.j. ze
1
1-2+2-3+3-4+...+k(k+1):§k(k‘+1)(k—l—2). (1.4)

(Tento predpoklad nazyvame indukény predpoklad.)
Potrebujeme ukazat, Ze pri splneni tohoto predpokladu bude dokazovany vyrok platit aj

pre ¢islo n = k + 1. VSimajme si preto sicet
1-242-34+3-44...+k(k+1)+ (k+1)(k+2),

¢o je lava strana (1.3)) pre n = k + 1. Pre prvych k s¢itancov tohoto sic¢tu pouzijeme
indukény predpoklad ((1.4)). Preto mézeme pisat

1.2+2-3+3~4+...+k(k;+1)+(k;+1)(k+2)_%k(k+1)(k+2)+(k:+1)(k+2).

Avsak
%k(k+ Dk +2) + (k4 D)k +2) = % (k4 1)(k +2)(k +3).

(Ktoré axiomy sme tu pouzili?)

Vidime, Ze pri splneni indukéného predpokladu dokazovany vyrok plati pre n = k + 1
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(je splneny predpoklad b) vety [1.4.2)). KedZe predpoklady vety st splnené, plati jej
tvrdenie. To v tomto konkrétnom pripade znamena, Ze pre kazdé n € N plati (1.3)), ¢o sme

mali dokézat. O]

Pre zavedenie nového pojmu moézeme vyuzit vetu vtedy, ked méame definovat
isty pojem P(n) pre kazdé n € N. V zmysle vety stac¢i definovat P(1) a zadaft
algoritmus, na zaklade ktorého z pojmu P(k) definujeme pojem P(k+1) pre k € N. Tym je
pojem P(n) definovany pre kazdé n € N. Tymto sposobom vyslovenu definiciu nazyvame

rekurentna definicia, resp. hovorime, ze sme pojem P(n) definovali rekurentne.

Prikladom rekurentnej definicie je nasledujtuca definicia pojmu n!:

L1 =1,
2.neN:(n+ 1) =nl(n+1).

Pripomenme teraz definicie niektorych ¢iselnych mnozin, znamych zo strednej skoly.

Definicia 1.4.4. Mnozinou vsetkych celych ¢isel (oznacenie Z) budeme nazyvat zjedno-
tenie mnoziny N, mnoziny vSetkych ¢isel opac¢nych k prvkom mnoziny N a jednoprvkovej
mnoziny obsahujicej ¢islo nula. Prvky mnoziny Z nazyvame celé ¢isla. Mnozinou vset-
kych racionéalnych ¢isel (ozna¢enie Q) budeme nazyvat mnozinu vsetkych podielov x/y,
kde z,y € Z, y # 0. Prvky mnoziny QQ nazyvame racionalne ¢&isla. Reélne ¢isla, ktoré

nie su racionalne nazyvame iracionalne.

Cvicenie

1. Dokéazte, Ze ¢islo opa¢né k suctu Tubovolného konecného poétu ¢isel sa rovna suctu

opacnych ¢isel k jednotlivym s¢itancom.
2. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo N plati:
a) 12422+ 32+ ... +n’>=tn(n+1)2n+1),
b) 12+32+5%2+...+(2n—1)? = %2(2n—1)(2n+1),
) BP+25+3%+.. . +nP= (—”("2“)) :
) n

1 1 1 1 _
3ttt 2n—1)(2n+1) ~ 2n+1°

o

1.5 Dosledky axiém usporiadania C; — Cy

Pomocou axiom Cp, Cy, C3 l'ahko zistime, Ze platia nasledujice tvrdenia.
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Veta 1.5.1. Nech x,y,z € R.
a) Akx <y, y<zax=z takx=y==z.
b) Ak x <y, y <z, takx <z (resp. akx <y, y < z, tak r < z).
c) Vatahyr <y, 0<y—z, —y < —x, v —y < 0 su ekvivalentné.
d) Ak x <y, tak x + z <y + z.
e) Vatahy x <y, 0 <y—z, —y < —zx, x —y < 0 su ekvivalentné.

Dékaz. Tvrdenie a) ziskame ihned pouzitim axiomy Cj.

Pre dokaz tvrdenia b) méame x < y = = < y. KedZe naviac y < z, tak podla axiomy
Cy mame = < z. Avak ((r = 2) A (y < 2)) = y < 2. Na druhej strane ((z < y) A (y <
x)) = x =y, ¢o je spor s predpokladom, t.j. z < z.

Pre dokaz ekvivalencie vztahov v tvrdeni ¢) si v§imnime, Ze pripo¢itanim —z k obidvom
stranam prvého vztahu ziskame pomocou axiémy Cs druhy vztah. Ak k jeho obidvom
stranam pripoc¢itame —y dostaneme treti vztah, pripoc¢itanim z k obidvom stranidm mame
stvrty vztah a konec¢ne pripocitanim y k obidvom stranam Stvrtého vztahu ziskame opéat
prvy vztah, ¢m je ekvivalencia uvedenych vztahov dokdzana (premysliet!).

Pri dokaze casti d) postupujeme podobne ako pri dokaze ¢asti b). Vieme, Ze plati vyrok
x <y = x <y. Potom podla axiomy Cs x + z < y + z. Ak pripustime, Ze x + z = y + 2,
tak pripo¢itanim —z k obidvom stranam tejto rovnosti dostaneme x = y, Co je spor
s predpokladom. Preto x 4+ z < y + z. Tvrdenie e) dokdZzeme podobne ako sme dokazali

tvrdenie ¢) ibaze namiesto axiomy Cjz pouZijeme dokazané tvrdenie d) tejto vety. O

Veta 1.5.2. Nechn € Naz;,y; € Rprei=1,2,...,n. Akx; <y, prei =1,2,...,n,
tak
T+ Tyt T SYLF Y2 Y,

pricom ak naviac x; < y; aspori pre jednu hodnotu j € {1,2,...,n}, tak
1 +ZTo+ ... +2, <Y1 +Y2+ ...+ Yn.
Doékaz. Opakovanym pouzitim axiémy Cs méme
Ti+xo+.. . tr, <1+t . Fr, <+ttt dr, < oLy Fy o A Yne

Ak pre niektora hodnotu j € {1,2,...,n} je x; < y;, tak prave vykonani ivahu mozno
zopakovat s tym, Ze v j-tom kroku pouZijeme tvrdenie d) vety namiesto axiomy Cg,

¢im dostaneme ostri nerovnost aj vo vysledku. ]
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V dalsom, ako je zauzivané, budeme ¢islo x € R nazyvat nezapornym (kladnym),
ak x > 0 (z > 0) a budeme ho nazyvat nekladnym (zapornym), ak = <0 (z < 0).

Vidime, ze ¢islo nula je nezaporné aj nekladné.
Veta 1.5.3. Pre lubovolné z,y € R plati prave jeden zo vztahov

r<y, Tx=y, T>Y (trichotomia). (1.5)

Dokaz. Podla definicie relacie usporiadania, pre ¢isla x,y plati aspon jeden zo vztahov
r <y, y < x. Ak platia obidva, tak podla axiomy C; je x = y a neplati ziaden dalsi
zo vztahov ([1.5)). Keby sme totiz pripustili, Ze okrem vztahu = = y plati, napr. aj vztah
x <y, tak podla vety by platilo 0 < y — x, ¢o je spor, lebo y —x = 0 (lebo x =y,
t.j. ¢islo opacné k = je opacnym aj k y).

Ak plati x < y, ale x # y, tak podla axiomy C; neplati y < x. Teda x < y a Ziaden
dalsi zo vztahov (1.5 neplati. Podobne, ak plati x > y, ale x # y, tak opét podla axiémy
Cq neplati x < y. Preto y < x, resp. x > y a ziaden dalsi zo vztahov (1.5)) neplati. m

Veta 1.5.4. Nech z € R, x > 0. Potom —x < 0.
Dokaz. kedze x > 0, tak —x #£ 0, lebo pripad —x = 0 dava
r=zx+0=x+(—x)=0,
¢o je spor. Ak by bolo —z > 0, tak pre z > 0 mame
O=x+(—2) >0+ (—2)=—x >0,
teda 0 > 0, ¢o je opét spor. Teda —x < 0. O

Veta 1.5.5. Nech z,y € R.

a) Ak x>0,y >0, tak xy > 0.
b) Ak x <0,y <0, tak zy > 0.
c) Akx >0,y <0, tak zy < 0.

Doékaz. a) Vieme, ze x >0 =2 >0ay > 0=y > 0. To podla axiomy C4 znamené, ze
xy > 0. keby bolo zy = 0, tak podla vety bud x = 0, alebo y = 0, ¢o vSak nie je,
preto xy > 0.

b) Podla vety r<0=—-x>0ay<0= —y > 0. Potom podla tlohy

a prave dokdzan¢ho tvrdenia a) mame

vy = (=z)(=y) > 0.
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c¢) Tu opét y < 0 = —y > 0. Teda
—zy = (=Day = (=1)yz = (=y)z > 0.
Vidime, ze ¢islo opacné k xy je kladné, preto samotné ¢islo xy je zaporné. O

Treba si v8imnut, Ze ak aspon v jednom predpoklade vety bude namiesto ostrej

nerovnosti nerovnost neostré, potom aj v prisluSnom tvrdeni bude neostra nerovnost.

Veta 1.5.6. Nech z,y,z € R.
a) Akx <y az>0, tak xz <vyz.
b) Akx <y az<0, takxzz > yz.

Doékaz. a) Vieme, 7ze x <y < y—x>0az>0= 2> 0. Preto pomocou axiom B; a C,
mame

yz—xz=(y—x)z>0, tj zz<yz

b) Kedze terazy — x>0, 2<0= —2>0a —2> 0= —z >0, tak
0<(y—2z)(—2)=—yz+zz, tj. xz>yz. O
Lahko sa overi, Ze vo vete mozno neostré nerovnosti vSade nahradit ostrymi.

Veta 1.5.7. 0 < 1.

Dokaz. Podla axiomy Bs vieme, ze 1 # 0. Potom, vzhladom na ¢asti a), b) vety
a na axiomu Bs plati

1=1-1>0. U

Veta 1.5.8. Akx € R, z >0, tak 1/x > 0.

Doékaz. Vieme, Ze

1
r-—=1>0
x
Nech 1/z = 0. Potom podla vety |1.3.5 je x - % = x-0 = 0, ¢o je spor. Podobne,
ak 1/x < 0, tak podla vety jex -+ <0, ¢o je opét spor. Teda 1/2 > 0. O

Veta 1.5.9. Nech z,y € R, 0 <z <y. Potom 0 < 1/y < 1/z.

Dékaz. Vidime, ze x > 0, y > 0. Preto zy > 0, a tiez 1/xy > 0. Odtial a z vety 1.5.6

(verzia s ostrymi nerovnostami) mame

1 1 1 1 1
0-—<z-—<y-—yesp. 0< — < —. ]
ry Y xy y
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Cvicenie

1. Dokazte, ze 2 > 1 a 3 > 2.

2. Dokézte, ze 5 > 0.

3. Dokazte nasledujuce tvrdenie: Ak x,y,z,u € R, 0 <x <y, 0 <z <u, tak vz < yu.

4. Podla vzoru definicie [1.4.1] vyslovte definiciu mnoziny obsahujtcej ¢islo —7 a kazdé
celé cislo vicsie ako —7.

5. Podla vzoru vety vyslovte a dokazte postacujicu podmienku k tomu, aby
nejaky vyrok V' platil pre kazdé celé ¢islo vécsie alebo rovné —7.

6. Dokazte, ze pre kazdé n € Nplati: 14+34+5+...+(2n—1)> (n+1)(n—1).

1.6 Mocnina s celoCiselnym exponentom

Operécia nasobenia a jej vlastnosti a veta o matematickej indukecii dovoluju definovat
pojem mocniny s prirodzenym exponentom a pomocou neho aj pojem mocniny s celoci-

selnym exponentom.

Definicia 1.6.1. Nech z € R an € N. Cislo 2" dané predpisom

a) z! =,
b) 2" =2 1.2 pren > 1

nazyvame n-tou mocninou ¢isla .

Poznamenajme, Ze ¢islo x v mocnine z" nazyvame zaklad a ¢islo n exponent, alebo
mocnitel. Toto pomenovanie zachovame aj vtedy, ked n nie je prirodzené &islo.
Vyssie definovany pojem mocniny s prirodzenym exponentom teraz rozsirime na pojem

mocniny s celoc¢iselnym exponentom.

Definicia 1.6.2. Pre z € R kladieme
aprer € R, x #0 an €N kladieme

Vidime, ze definiciami a je " definované pre kazdé celé ¢islo n.

Vsimnime si teraz nasledujice vlastnosti mocniny s celoc¢iselnym exponentom.
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Veta 1.6.3. Nech x € R, x # 0. Potom pre [ubovolné celé ¢isla n a m je
g™ = "t (™)™ = a"™. (1.6)

Doékaz. Pre n,m € N dokdZeme platnost vzorcov (|1.6) matematickou indukciou vzhladom

na m. Nech n € N. Potom pre m =1 je podla definicie [1.6.1

:L,n—i-l — [EnZEl
Dalej, nech pre m = k € N plati
anrk — Q?nﬂfk
Potom pre m = k + 1 mame
:L,n-l—m — xn—i—k—‘rl — :L‘n+k£L'1 — ZL‘nZL‘kZL‘l — ZEnl‘k—H — ™

Tym sme dokazali, Ze pre vyrok, dany prvym zo vzorcov , st splnené predpoklady
vety . Preto podla jej tvrdenia tento vzorec plati pre kazdé m € N, ale tiez (pozri
zacCiatok uvahy) pre kazdé n € N. Podobnym sp6sobom mozno dokazat platnost druhého
70 VZOICOV pre n,m € N. To nech si ¢itatel dokdze sam.

O platnosti vzorcov (|1.6) v pripade, ze niektoré z ¢isel n, m sa rovna nule, mézeme sa
presved¢it priamym dosadenim (prenechavame ¢itatelovi).

Ostavam eSte dokéazat platnost vzorcov v pripadoch, ked

a)n>0,m<0 (resp. n <0, m > 0), b) n <0, m <0.
Venujme sa prvému vzorcu.
Ak n > 0, m = —p < 0 pricom p < n, tak postupnym pouzitim definicie [I.6.2]
uz dokazaného a axiém By, B3 mame
n,.m n 1 n—p,.p ]' n—p n-+m
"™ =" — = " PP — = " = g™,
xP xP

V pripade, ked p > n, z podobnych dovodov ako vysSie a podla vety mame
1 1 1 1 1

LCn.Z'm:an—: n — 0 — — n+m

xP xhgP—n " P P~

’

¢im je platnost prvého zo vzorcov dokézana pre n > 0, m < 0 (pripad n < 0, m > 0
je vzhladom na axiomy A, By pre prvy zo vzorcov nezaujimavy).

Ak n=—-q <0, m=—p <0, tak podobne ako vyssie zistime, Ze
11 1

n+m

rr = —
x4 P xd+p
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(¢itatel nech si pripomenie definicie, vety, pripadne axiémy opraviiujuce pisat uvedené
rovnosti). Tym je platnost prvého zo vzorcov (1.6) dokdzana. Podobne mozno dokazat
platnost druhého zo vzorcov (1.6) pre pripady a), b). Dokazy prenechavame ¢itatelovi. [

Uloha 1.6.4. Nech z,y € R. Matematickou indukciou dokézte:

a) Ak z > 1, tak pre kazdé prirodzené ¢islo n plati
S R

b) Ak 0 < z < 1, tak pre kazdé prirodzené ¢islo n plati
<"l << <

c) Ak 0 < x < y, tak pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

n n

" <y
Uloha 1.6.5. Nech 2,y € R, 2 # 0, y # 0 a nech p € Z. Dokaite, ze plati

(ag)? = a7y

1.7 Absolitna hodnota

V tomto ¢lanku uvedieme definiciu absolutnej hodnoty realneho ¢isla a casto potrebné

vlastnosti tohoto pojmu. Zacnime vsSak inym pojmom.

Definicia 1.7.1. Ak pre dve redlne ¢isla x a y plati x < y, nazyvame ¢islo r minimom
¢isel z,y a piSeme r = min{z,y} a ¢slo y nazyvame maximom ¢isel z,y a piSeme
y = max{z,y}.

Napr. min{2,4} = 2, max{1, -3} = 1.

Vsimnime si, Ze pojmy minima a maxima dvojice redlnych ¢isel mozno indukciou rozsirit

na Tubovolny konecny pocet ¢isel x4, 2o, ..., z, predpismi
min{xy, s, ..., 2, } = min{min{xy, zo, ..., zp_1}, Tn},
max{ry, o, ..., Ty} = max{max{ry, xo,..., Ty 1}, Tp}

Definicia 1.7.2. Nech = € R. Absolatnou hodnotou ¢isla z nazyvame max{z, —z}

a oznacujeme |z|, t.j. |z| = max{z, —x}.
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Z tejto definicie ihned vidime, Ze pre kazdé x € R plati:

a) |z| >0,

b) |z| =z, ak x >0,
¢) x| = —x, ak x <0,
d) |z| = |- 2|

Dalsie vlastnosti absolutnej hodnoty st obsiahnuté v nasledujtcich vetach.

Veta 1.7.3. Nech a € R. Potom
ol <a <l (L.7)

Dokaz. kedze |a| > 0, tak —|a| < 0 < |a|]. Ak je a > 0, potom —|a| < 0 < a = |al, t.j.
(1.7) plati. Ak je a < 0, tak |a| = —a, a dalej —|a] = a < 0 < |a|, tak (1.7 opat plati.
Kone¢ne pre a = 0 je —|a| = 0 = |al, ¢ize —|a] = a = |a| a ((1.7)) znovu plati. O

Veta 1.7.4. Nech a,x € R, a > 0. Potom nerovnost
lz] < a (1.8)

je splnend vtedy a len vtedy, ked
—a<z<a. (1.9)

Dékaz. Nech plati (L.8). Ak je > 0, tak |z| = z. Preto z = |z| < a, a dalej —a < 0 <
r=l|z| <a,tj —a<z<a,oje (LI). Ak je z < 0, tak |z| = —z > 0. Z (L.8) potom
mame 0 < —z = |z] < a. Teda —a <z < 0 < |z| < a, t.j. opit je —a < z < a, ¢o je (L.9).

Nech teraz plati . Z nej mame x < a, a tiez —x < a. Preto |z| = max{z, —z} < q,
¢o je nerovnost . n

Uloha 1.7.5. Dokéite, 7e veta zostane v platnosti, ak v (1.8) a (1.9) znak < na-

hradime vsade znakom <.
Veta 1.7.6. Nech a,b € R. Potom |ab| = |al |b].

Dékaz. Pre &isla a, b nastane prave jeden z pripadov 1) a > 0,6 >0;2)a >0,b <0 ;
3)a<0,b6>0;4)a<0,b<0. Vetu dokdzeme pre kazdy z uvedenych pripadov.

1) a > 0, b > 0. Teraz mame |a| = a, |b|] = b, ab > 0, teda aj |ab] = ab. Odtial
|ab] = ab = |a||b].

2) a >0, b < 0. Vidime, Ze |a| = a, |b| = —=b, ab < 0 a |ab] = —ab. Potom |ab| = —ab =
a(—b) = [al [b].
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3) a<0,b>0. Teraz je |a| = —a, |b] = b, ab < 0 a |ab| = —ab. Preto moézeme pisat
lab| = —ab = |a||b].

4) a < 0, b < 0. Teraz mame |a| = —a, |b| = —b, ab > 0 a |ab| = ab. Teda |ab| = ab =
(—a)(=b) = [a] [b]. O

Veta 1.7.7. Nech a,b € R. Potom
la +b| < |a|] + |b].

Doékaz. Podla vety mame

ol <a<la, - <b<

Odtial podla vety je

= (la[ +[b]) < a+b <a] + ],

¢o podla vety (pomocou ulohy [1.7.5)) plati vtedy a len vtedy, ked

ja +b] < |af + [b].

(1.10)

Tym sme ukazali, ze plati vzorec ([1.10]) so znamienkom + na lavej strane. Vzorec (|1.10))

so znamienkom — teraz ziskame tym, Ze vo vzorci, ktory sme vyssie ziskali, nahradime b

¢islom —b a uvazime, ze | — b| = |b).
Veta 1.7.8. Nech a,b € R. Potom
lal = [b] < |a £ b].
Dékaz. Vzhladom na vetu [I.7.7] moZzeme pisat
jal = [(a +b) = b] < la+b]+ b,

a odtial

la| —|b] < |a+b|.

Podobne mame
la| = [(a —b) + ] <|a — b + [b],

a odtial

ja| — [b] < |a —0].
Veta 1.7.9. Nech a,b € R. Potom

[l — 1bl] < Ja =]

[]

(1.11)

(1.12)
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Dékaz. Podla vety a ulohy vieme, ze nerovnost (1.12)) je ekvivalentna s nerov-

nostami
—la£b] < |a| —1b] < |a £ bl

Vzhladom na vetu [L.7.§| staci ukazat, ze
—la£b] <a| = [b].

Kedze plati nerovnost (1.11]) a ¢isla a, b st v nej rovnocenné, mozeme ich tam navzajom

zamenit a mame
|b] — |a] < b+ al. (1.13)

Dalej pre kazdé z € R je || = |—z|, tak aj |a=£b| = |b=a|. Preto méZeme nerovnost (1.13)
zapisat v tvare

|b] — |a| < |a £ 0], odkial —la£b| < |a| — |b],
¢o sme potrebovali dokazat. O

Veta 1.7.10. Nech a,b € R, b # 0. Potom

a

b

_ ldl

_W.

Dékaz. Zrejme plati, ze a = b (%) . Podl'a vety mame

| fal _ lal
|a|—|b|‘b’, odkial ‘ ’— o O

Uloha 1.7.11. Nech n € N. Nech a4, as, . . ., a, € R. Oznaéme
Zai:al—i—ag—l—...jtan,
i=1
a; = a1 - a9 - ...* Qp.

Dokazte, ze
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1.8 Interval, okolie bodu, nevlastné ¢islo +oo, —o0

V tomto ¢lanku si stru¢ne pripomenime niektoré pojmy citatelovi dobre zname zo strednej
Skoly. Tak napriklad, mnozinu R vSetkych realnych ¢isel budeme nazyvat aj ¢iselnou osou
a realne ¢isla jej bodmi. Ciselnou osou pritom rozumieme priamku s vyznac¢enymi dvoma
bodmi, z ktorych jeden povazujeme za obraz ¢isla nula a nazyvame ho zaciatok ¢iselnej osi
a druhy za obraz ¢isla 1. Predpokladame, ze ¢itatelovi je zndma vzajomne jednoznacéna
korespondencia medzi redlnymi ¢islami a bodmi ¢iselnej osi.

Nech a,b € R, a < b. Potom mnoziny

(a,b) ={r e R:a < x < b},
(a,b) ={r eR:a <z <b},
(a,b) ={x € R:a < x < b},
{a,b)

={reR:a<z<b}

budeme nazyvat intervaly. V kazdom z tychto pripadov ¢isla a, b nazyvame koncovymi
bodmi intervalu (a — lavy, b — pravy koncovy bod).

Interval (a, b) nazyvame otvoreny, interval (a, b) nazyvame uzavrety a intervaly (a, b),
(a,b) nazyvame polouzavreté.

Cislo |o — | nazyvame dizkou intervalu s koncovymi bodmi «, 3 bez ohl'adu na to,
ktory je Tavy (zaiato¢ny) a ktory pravy (koncovy) bod, a tiez bez ohladu na to, ¢i ide
o otvoreny, uzavrety alebo polouzavrety interval. Teda b — a je dlzka kazdého z vyssie
uvedenych intervalov.

Bod intervalu, ktory nie je jeho koncovy bod nazyvame vnatorny bod. Mnozinu vset-
kych vnutornych bodov intervalu nazyvame vnttro intervalu.

Okolim bodu a € R nazyvame kazdy otvoreny interval, ktory ¢islo a obsahuje. Ak
¢ € R, ¢ < a, tak interval (c,a) nazyvame l'avé okolie bodu a a ak d > a, tak interval
(a,d) nazyvame pravé okolie bodu a.

Casto budeme pouzivat tzv. §-okolie bodu a, resp. e-okolie bodu a, ¢im budeme rozumiet

interval (a —d,a+0), resp. (a—¢,a+¢), kde 6, € R, § > 0, ¢ > 0. VSimnime si, Ze napr.
Os(a) =(a—d,a+9)={zr eR: |z —a| <}

Okrem d-okolia, resp. e-okolia bodu a budeme pracovat aj s tzv. prstencovymi okoliami.

Ak 6 € R, § > 0, tak prstencovym J-okolim bodu a budeme rozumiet d-okolie bodu a
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okrem bodu a. Je to teda mnozina
Oj(a) ={z€eR:0< |z —al <d}.

Je uzitocné doplnit mnozinu R o tzv. ,nevlastné ¢isla“ 400 a —oo, ktoré do R nepatria

a maju tu vlastnost, ze pre kazdé a € R je
—00 < a < +00.
Teraz uz mozeme hovorit aj o intervaloch

(—o0,a) ={zreR:z <a},
(—o0,a) ={rx e R:z <a},
(b, 400) = {x € R: x> b},
)={reR:z >0},
)

kde a,b € R. O kazdom z tychto intervalov hovorime, Ze je nekoneénej dlzky.
Okolim nevlastného &isla +o0o (resp. —oo) budeme rozumiet kazdy interval (k, +00)
(resp. (—o0, k)), kde k € R.

1.9 Désledky axiémy o hornej hranici
Najskor definujme niektoré nové pojmy.

Definicia 1.9.1. Neprazdnu mnozinu M C R nazveme ohrani¢enou zhora (zdola),
ak existuje b € R (a € R) také, ze pre kazdé z € M je x < b (z > a). Kazdé ¢islo b (a)

s touto vlastnostou nazyvame hornym (dolnym) ohranienim mnoziny M.

Citatel nech sa sam presvedd, Ze ak b (a) je horné (dolné) ohraniGenie mnoziny M,

tak aj kazdé cislo véacsie ako b (mensie ako a) je horné (dolné) ohrani¢enie mnoziny M.

Definicia 1.9.2. Neprazdnu mnozinu M C R nazveme ohrani¢enou, ak je ohrani¢ené
zhora aj zdola. Budeme hovorit, Ze mnozina M je neohrani¢ena (neohranic¢ena zhora,
neohrani¢ena zdola), ak M nie je ohranic¢ené (nie je ohrani¢ena zhora, nie je ohrani¢en4
zdola).
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Priklad 1.9.3. Dokazme, Ze mnoZina
22
M = R:y=— R
{ye y= g ve }

je ohranicena.

Riesenie. Viimnime si, Ze pre kazdé x € R je 22 > 0 a 22 + 1 > 0. Preto pre kazdé
y € M jey > 0. To znamen4, Ze existuje a = 0 také, ze pre kazdé y € M je y > a, teda
mnozina M je ohranicené zdola.

Na druhej strane vieme, Ze pre kazdé x € R je 0 < 2? < 2% + 1, odkial

$2

2+ 1

< 1.

To znamena, ze existuje b = 1 také, ze pre kazdé y € M je

32'2

22+ 1

Yy = <1,

teda mnozina M je ohrani¢ena zhora. O]

Vsimnime si, ze ohrani¢enost mnoziny mozno charakterizovat aj takto:

Veta 1.9.4. Nech M C R, M # (). Mnozina M je ohranicend vtedy a len vtedy, ked
existuje ¢islo k > 0 také, Ze pre kazdé x € M je |z| < k.

Dékaz. Nech mnozina M je ohranicena, t.j. existuju ¢isla a,b € R takeé, ze pre kazdé
x € M je a <z <b. Polozme k = max{|a|, |b|}. Potom pre kazdé x € M mame

— k= —max{lal, |b|]} < —|a| <a <z <b<|b] <max{|al,|b|} = k.
Teda pre kazdé © € M je —k < x < k, ¢o je ekvivalentné s nerovnostou |z| < k a nutné
podmienka ohranic¢enosti mnoziny M je dokazané.

Obratene, nech existuje ¢islo £ > 0 také, ze pre kazdé x € M je |z| < k. Potom pre
kazdé x € M je —k < x < k, ¢o znamena, ze —k je dolné a k horné ohranicenie mnoziny
M, t.j. mnozina M je ohranicena. O]
Definicia 1.9.5. Nech M C R, M # (. Cislo d € M (¢ € M) nazyvame maximum
(minimum) mnoziny M a piSseme d = max M (¢ = min M), ak pre kazdé x € M plati
x<d(x>c).

Priklad 1.9.6. Nech M = {—1,3,0,—7,8,4}. Vidime, Ze hornym ohrani¢enim mnoziny
M je cislo 8 aj kazdé cislo vacsie ako 8, dolnym ohranicenim je ¢islo —7 aj kazdé cislo

mensie ako —7, max M = 8, min M = —7.
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Priklad 1.9.7. Nech M = (0,5). Tato mnozina je zdola ohrani¢ena ¢islom 0 a kazdym zé-
pornym ¢islom. Zhora je ohrani¢ené, napr. ¢islom 5. Vidime, ze max M = 5, avSak min M
neexistuje. Skutocne, lebo ak predpokladame, ze a = min M, tak musi platit o € M,
a > 0. Potom vSak 0 < § < a odkial plynie, ze a/2 € M. To je spor s tym, Ze a/2 < «

a o = min M. To znamené, Ze také ¢islo « (t.j. minimum mnoziny M) neexistuje.

Priklad 1.9.8. Nech M = (—o0, 3). Citatel sa ahko sam presvedd, Ze tato mnozina je

zdola neohrani¢end, nemé minimum, je zhora ohrani¢ena a nemé maximum.

Z predchadzajucich definicii [1.9.1] vyplyva, Ze ak nejakd mnozina ¢isel M ma
maximum, tak ono je zaroven horné ohrani¢enie mnoziny M a naviac, Ze je to najmen-
Sie horné ohrani¢enie mnoziny M. Na druhej strane, zhora ohrani¢end mnozina moze, ale
nemusi mat maximum. Teda ohrani¢enost zhora mnoziny M nie je postacujicou podmien-
kou pre existenciu maxima tejto mnoziny. Citatel sa sam Tahko presveddi, ze analogické
vztahy st medzi dolnym ohrani¢enim a minimom mnoziny. Uz sme si v§imli, Ze horné
(dolné) ohrani¢enie mnoziny nie je uréené jednoznacne (ak existuje jedno, existuju aj dal-
Sie). Je preto prirodzené polozit si otazku, ¢i a kedy existuje najmensie horné ohranic¢enie
nejakej mnoziny ¢isel. Odpoved na tiato otazku déava ,,axiéma o hornej hranici“ (axi6oma
Cs). Bertic do uvahy definiciu 1.9.1 moézeme odpoved (t.j. axiomu Cj;) sformulovat takto:
Ak nepréazdna mnozina M C R je zhora ohranicené, tak existuje najmensie horné ohrani-
¢enie mnoziny M. V zneni axiomy Cs je nim ¢islo S. Totiz, vlastnost a) axiomy Cs hovort,
ze S je horné ohrani¢enie mnoziny M a vlastnost b) zasa hovori, Ze Ziadne ¢islo mensie ako
S nie je hornym ohrani¢enim mnoziny M. Toto ¢islo S budeme nazyvat hornou hranicou
mnoziny M, resp. supremum mnoziny M a budeme pisat S = sup M.

Aby sme sa dopracovali k odpovedi na podobnt otézku o existencii najvac¢sieho dolného

ohrani¢enia mnoziny, uved me nasledujtci poznatok.

Veta 1.9.9. Nech M C R, M # (). Nech M' je mnoZina, ktorej prvkom je kaZdé ¢islo
opacné k niektorému cislu mnoZiny M a Ziadne iné. Potom plati:
a) Ak je mnozZina M ohranicend zhora (resp. zdola), je mnoZina M’ ohranicend zdola
(resp. zhora).
b) Ak je b (a) horné (resp. dolné) ohranicenie mnozZiny M, je —b (—a) dolné (resp.
horné) ohranicenie mnozZiny M’.
c) Ak je mnoZina M neohranicend zhora (resp. zdola), je mnoZina M’ neohranicend

zdola (resp. zhora).
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Dékaz. Venujme sa dokazu nasej vety ,,bez zatvoriek”. Jej verzia so zatvorkami sa dokaze
analogicky, preto dokaz tejto verzie prenechavame ¢itatelovi.

Podla definicie vieme, Ze mnozina je ohrani¢ené zhora (zdola), ak existuje nejaké
horné (dolné) ohranicenie tejto mnoziny. Ak teda dokdZzeme tvrdenie b) vety bude
tym dokdzané aj jej tvrdenie a). Preto nech ¢islo b je horné ohranic¢enie mnoziny M, t.j.
pre kazdé € M je x < b. Dalej, nech y € M’ (inak Tubovolné). Kedze y = —(—y),
tak —y € M, ¢ize —y < b. AvSak nerovnost —y < b plati vtedy a len vtedy, ked y > —b
(vetal[l.5.1)). Zistili sme, Ze pre kazdé y € M’ plati y > —b, t.j. ¢islo —b je dolné ohranicenie
mnoziny M’, ¢im je tvrdenie b), teda aj tvrdenie a), dokazané.

Ostéva dokazat pravdivost tvrdenia c¢). Nech mnozina M je neohrani¢ena zhora. To zna-
mené, ze neexistuje ziadne horné ohranic¢enie mnoziny M, alebo, ¢o je to isté, pre I'ubo-
volné a € R existuje g € M také, ze xo > a. Ak si uvedomime, Ze Iubovolnost ¢isla
a € R znamené tiez Tubovolnost ¢isla —a € R a skuto¢nost, ze vztah zy > « implikuje
vztah —xg < —a vidime, Ze pre Tubovolné ¢islo —a € R existuje ¢islo —xy € M’ mensie
ako —a, ¢o znamené, %e mnozina M’ je neohrani¢ené zdola.

]

Vecnt podstatu prave dokazanej vety odportacame ¢itatelovi dobre si premysliet.
Teraz sa uz mozeme vyjadrit k otazke existencie a jednozna¢nosti najvacsieho dolného

ohrani¢enia mnoziny.

Veta 1.9.10. Nech M C R je neprdzdna zdola ohranicend mnozZina. Potom existuje prdve

jedno redlne cislo s tychto vlastnosti:

a) Pre kazdé x € M je x > s.
b) ku kazdému cislu t takému, Ze t > s, existuje aspoti jeden prvok x, € M taky,

Ze x1 < t.

Doékaz. Ak M je neprazdna zdola ohrani¢end mnozina, tak mnozina M’, vSetkych &isel
opatnych k ¢islam mnoziny M, je neprazdna a zhora ohrani¢ena (veta . Potom
podla axiomy Cj existuje sup M’, oznaéme ho S’. Polozme s = —S5’. kedZze S’ je horné
ohrani¢enie mnoziny M’, tak ¢islo s je dolné ohrani¢enie mnoziny M, t.j. ¢islo s méa
vlastnost a) zo znenia nasej vety. Ak zvolime Tubovolné ¢t > s, tak —t < —s = 5’
a podla vlastnosti b) suprema mnoziny vieme, Ze existuje y; € M’ také, ze y; > —t.
Potom vsak t > —y; a 1 = —y; € M. Tym sme dokézali, Zze ku kazdému c¢islu t > s

existuje aspon jedno x; € M, pre ktoré plati 1 < t. To znamena, Ze ¢islo s = —S’ méa
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pozadovanu vlastnost b). Tym je dokdzana existencia ¢isla s. Jeho jednozna¢nost plynie
z jednoznacnosti suprema mnoziny M’.

]

Cislo s, majuce vlastnosti a), b) prave dokazanej vety, budeme nazyvat infimum mno-
ziny M, resp. dolna hranica mnoziny M a budeme pisat s = inf M. Vidime, Ze inf M je
najvacsie dolné ohranicenie mnoziny M a podobne ako supremum nemusi patrit do mno-
ziny M.

Citatel nech sam preveri pravdivost tvrdeni nasledujtcich dvoch tloh.

Uloha 1.9.11. Nech M C R je neprazdna zhora (zdola) ohrani¢end mnozina. Potom

plati:

supM € M <= dmax M, pritom maxM =sup M,
(inf M € M <= dmin M, pritom min M = inf M).

Uloha 1.9.12. Nech mnozina M C R je neprazdna a ohrani¢ena. Potom
inf M <sup M.

Pokrac¢ujme v tvahéch o supreme a infime mnoziny nasledujicimi dvoma vetami.

Veta 1.9.13. Nech mnoziny A,B (A C R, B C R) su neprdzdne, nech A C B a nech B
je ohranicend mnozZina. Potom mnozZina A je ohranicend a plati
sup A < sup B, inf B < inf A.

Doékaz. Podla predpokladov vety je mnoZina B neprazdna a zhora ohranicend, teda exis-
tuje sup B. KedZze A C B, tak pre kazdé x € A plati x € B, preto x < sup B. Cislo sup B
je teda nejaké horné ohranic¢enie mnoziny A, t.j. mnozina A je zhora ohranicena. kedze je
neprazdna a zhora ohrani¢ené, tak existuje sup A. Nakolko sup A je najmensie horné ohra-
nicenie mnoziny A a sup B je nejaké horné ohrani¢enie mnoziny A, tak sup A < sup B.

Ohranic¢enost mnoziny A zdola a nerovnost inf B < inf A moZno dokazat analogicky. [J

Veta 1.9.14. Nech mnoziny A,B (A C R, B C R) su neprdzdne. Nech pre lubovolné
x € A a lubovolné y € B plati x < y. Potom mnoZina A je ohranicend zhora, mnoZina B

je ohranicend zdola a sup A < inf B.

Doékaz. Podla predpokladov je kazdé y € B hornym ohrani¢enim mnoZiny A. Mnozina A

je preto ohrani¢ené zhora. Ona je naviac neprazdna, teda existuje sup A. kedZe sup A je
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najmensie horné ohrani¢enie mnoziny A, tak pre kazdé y € B plati sup A < y. To zna-
mené, Zze mnozina B je zdola ohrani¢ena ¢islom sup A. Preto existuje inf B, a kedZe inf B

je najvacsie dolné ohranic¢enie mnoziny B, tak sup A < inf B. m

Vieme uz, Ze neprazdna zhora ohrani¢end mnozina nemusi mat maximum (priklad|1.9.8])
a neprazdna zdola ohrani¢ena mnozina nemusi mat minimum (priklad [1.9.7]). Plati v8ak

nasledujtca veta.

Veta 1.9.15. [o mazime a minime konecnej mnoZiny| KaZdd neprdzdna konecnd mnoZina

¢isel md mazimum aj minimum.

Dékaz. Dokaz predstavuje jednoduché cvicenie na pouzitie matematickej indukcie. Pre-

nechavame ho ¢itatelovi. ]
Pre dalsie avahy bude uzito¢ny aj nasledujici poznatok.

Veta 1.9.16. [o dobrom usporiadani] KaZdd neprdzdna mnoZina prirodzenych ¢isel md

minimum.

Doékaz. Predpokladajme, ze M C N, M =# (). Potom existuje ng € N také, ze ng € M.
V mnozine N existuje prave ng ¢isel mensich alebo rovnych ¢éislu ng. Potom v mnozine
M existuje najviac ng ¢isel mensich alebo rovnych ¢islu ng. Tieto predstavuji koneéni
neprazdnu mnozinu (aspon ¢islo ng tam patri). Podla vety tato mnozina ma mini-

mum, ktoré je zaroven minimom celej mnoziny M. O

Cvicenie

1. Definiciou [1.9.2] st zavedené $tyri pojmy. Vyslovte Styri definicie, ktoré v sihrne
predstavuju definiciu[1.9.2) a kazda z nich preformulujte v zmysle prvej vety defini-
cie .91

2. Nech M = {xGR T = 73 nEN} Najdite sup M a inf M.

3. Nech M = {x eR:z= i ,n € N} Zistite, ¢i mnozina M je ohranicené zhora,
zdola; najdite sup M, inf M max M, min M, ak existuju.

4. Nech M = {z e R: 2 = 25,
sup M, inf M, max M, min M, ak existuju.

5. Nech M = {Q”H n e N} Najdite sup M, inf M, max M a min M, ak existuju.
n2+4+2

n e N} Zistite, ¢i mnozina M je ohranic¢end; najdite

6. Zistite, ¢i mnozina M = { ,neN } je ohranicena.
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7. Zistite, ¢i mnozina M = {ﬁ,x eER, x> 1} je ohranicené.
8. Nech M = {0,2;0,22;0,222; ... }. Najdite sup M.
9. Nech M = {:I: cER:a2?2-5< O}. Najdite sup M, inf M, max M a min M, ak existuju.

10. Zistite, ¢i ¢islo 3 je sup M, ked M = {Q:J:ll,n € N}.

1.10 Dalsie vlastnosti realnych &isel

Za¢nime tento ¢lanok vysledkom, ktory je priamym pokracovanim tivah predchadzajtuceho

¢lanku.

Veta 1.10.1. [Archimedov princip] Mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel je zhora ne-

ohranicenA.

Doékaz. Predpokladajme, ze mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel N je zhora ohranic¢ené.
KedZe ona je naviac neprazdna, tak existuje sup V. Polozme S = sup N. Pre ¢islot = S—1
urcite plati t < S a podla druhej vlastnosti suprema k naSmu ¢islu ¢ existuje prirodzené
¢islo ng také, ze t < ng. Tedat =S —1 < ng < S. Potom vsak S < ng + 1, ¢o je spor
s tym, ze S = sup IV, lebo ¢islo ng + 1 je prirodzené. O

Dosledkom vety [1.10.1] je dolezita vlastnost realnych &isel, tzv. Archimedova vlastnost.

Veta 1.10.2. |Archimedova vlastnost| Nech a,b € R, a > 0. Potom existuje prirodzené

¢islo n také, ze na > b.

Dékaz. Nerovnost na > b je ekvivalentna s nerovnostou n > b/a. Nech tvrdenie vety
neplati. Potom ¢&islo b/a je vicsie alebo rovné ako kazdé prirodzené &islo, t.j. ono je horné
ohranicenie mnoziny N, ¢o je spor s vetou [1.10.1] O]

Archimedova vlastnost dovoluje presvedcit sa o pravdivosti nasledujucej vety.

Veta 1.10.3. |o hustote racionéalnych ¢isel v ¢islach redlnych| Nech a,b € R, a < b. Potom

existuje aspon jedno racionalne ¢islo r také, ze a < r < b.

Dokaz. Rozlisujeme pripady, ked
1l.a<0<b,
2. 0<a<b,
3.a<b<0.
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Pripad 1. je velmi jednoduchy, lebo méZeme polozit r = 0 = %

Pripad 2. K ¢islam b — a (> 0) a 1 podla vety [1.10.2] existuje prirodzené ¢islo ¢ také,
ze (b—a)qg > 1, t.j. také, ze ag + 1 < bg. Odtial méame

aqg < aq+1 < bg. (1.14)

Kedze ¢ > 0, a > 0, tak ag > 0 a podla vety existuju ¢isla n € N také, ze n > aq.
Mnozina tychto ¢isel ma minimum (veta . Toto minimum oznac¢me p. Pren zrejme
plati

ag<p, p—1<aq.

Z tychto nerovnosti mame

ag <p<aq+ 1.
Ak teraz vyuzijeme vysSie odvodené nerovnosti , dostaneme nerovnosti
ag <p<aqg+1<lbgq.
Odtial delenim s ¢ ziskame nerovnosti
a<p/q<b,

a r = p/q je zrejme racionalne ¢islo.

Pripad 3. vybavime prechodom k ¢islam opacnym k ¢islam a a b. Vieme, Ze nerovnosti
a < b < 0 platia vtedy a len vtedy, ked 0 < —b < —a. Podl'a prave dokdzaného existuje
racionalne Cislo ry také, ze —b < ry < —a, resp. a < —ry < b, kde —ry je zrejme racionéalne

¢islo. N

Je uzitocné si uvedomit, ze veta [[.10.3] plati aj v pripade, ked ¢&isla a, b st racionalne.
Aky dosledok z toho vyplyva?
Uvedme teraz pomocnu vetu (lemu), ktord pouzijeme pri dokaze existencie n-tej od-

mocniny kladného realneho ¢isla.

Lema 1.10.4. Nech y,h € R, y >0, 0 < h < 1. Nech n € N. Potom

(y+h)" <y"+h[(1+y)" —y"] (1.15)

(y—h)">y"—h[Q+y)" —y"]. (1.16)
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Doékaz. Na zaklade predpokladov a podla binomickej vety méame:

-1

{ _1) ”2h+...+h”1}§
e

-1
ny"~ nin )yn2+...+1}:
=y"+h[(14+y)" - }

a pravdivost nerovnosti (1.15]) je dokdzana. Podobne

(y—h)"=y"—ny"'h+ @ YRR — L ()R =
=y"—h _ny”_l — n(nT_l) Y PhA L+ (—1)"—1h”—1] >
>y —=h :ny"_l + wy"”h + ..+ h”‘ll >
>y*—h :ny”1+wy“+...+1} -

=y" —h[(1+y)" —y"]
a pravdivost nerovnosti (1.16]) je dokdzané. ]

Veta 1.10.5. Jo existencii a jednoznac¢nosti n-tej odmocniny| Nech 2z € R, x > 0an € N.
Potom existuje jediné kladné realne ¢islo y také, ze y* = x. Toto ¢islo y nazyvame n-tou

odmocninou ¢isla z a piSeme y = /.

Dékaz. Nech A={z€ R:z>0,2" < x}. Tato mnozina A je neprazdna. Skutoc¢ne, lebo
ak 0 < z < 1, tak pre ¢islo Z také, ze 0 < z < x je 2" < 2™ < x (tloha , teda
z€ Aaprex >1zrejme z =1 € A. Okrem toho je mnozina A zhora ohranic¢ené ¢islom
1, ak x < 1 a ¢islom z, ak x > 1 (tloha . To znamena, ze existuje sup A. Zrejme
sup A > 0. Polozme

y =sup A (1.17)

a dokdzeme, 7e y" = x.
Pripustme, Ze y" < x a polozme ¢ = x — y" (> 0). Potom podla lemy [1.10.4] pre Tubo-

volné kladné h < 1 mame

(y+h)" <y"+h[Q+y)" —y"].
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Ak vezmeme h také, ze

£
0<h< ——F——
(I +y)" =y
(Citatel nech si sim overf, Ze 0 < Gy < 1) zistime, Ze (y + h)" < y" +e =z, t.).

(y + h)™ < z. To znamena, Ze ¢islo y + h € A, ¢o je spor so (1.17).
Teraz pripustme, 7e y™ > = a poloZzme ¢ = y™ — x. Opét, podla lemy [I.10.4] pre [ubo-
volné kladné h < 1 plati

(y—h)">y"—=h[Q+y)" —y"].

Ak teraz vezmeme ¢islo h také, ze

g
O<h<min{y,1,—},

dostaneme

(y—h)">y" —ec=ux. (1.18)

Kedze 0 < y — h < y = sup A, tak podla druhej vlastnosti suprema existuje z; € A také,
ze y —h < z. Z toho, ze 0 < y — h < z; (podla ulohy , vieme, Ze

(y—h)" <z

a kedze 2 € A, tak 2] < x, ¢ize (y — h)" < z, o je spor s (L.1§)). Nakolko k sporu vedie
tak predpoklad y™ < z, ako aj predpoklad y™ > z, musi platit y™ = x. Tym je existencia
¢isla y dokazana. Jednoznacénost N-tej odmocniny Tahko dokazeme pomocou tlohy [1.6.4]
Predpokladajme, Ze existuji dve rézne odmocniny ¢isla z, napr. y; > 0 a yo > 0. Nech
11 < yo. Potom

r=y; <yy =z, tj. z<zx

¢o je spor. L]
Pozrime sa teraz na niektoré vlastnosti n-tej odmocniny.

Veta 1.10.6. Nech n € N, nech z,y € R, x >0, y > 0. Potom y/xy = /x {/y.

Dokaz. Polozme v = {/x, v = {/y, w = {/xy. Potom u™ = z,v" =y, w" = xy a pomocou
tlohy [I.6.5] mame

(uv)" = u™v"™ = xy.
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Z jednoznac¢nosti n-tej odmocniny je uz zrejmé, ze

w=uv, tj. Yry= Yy

Uloha 1.10.7. Nech n € N, nech = € R, z > 0. Dokazte, ze

Doékaz. Polozme v = ¥/x, v = u, w = ™/x. Potom v™ = x, v" = u, w™ = x.

na zéklade vety mozeme pisat

Z jednoznac¢nosti n-tej odmocniny ihned mame
e =w=uv=u=1{/ . O

Pojem n-tej odmocniny moézeme este doplnit o n-tt odmocninu nuly a pre nepérne
prirodzené ¢islo n aj o n-ti odmocninu zaporného ¢éisla.

Z definicie mocniny s prirodzenym exponentom n plynie, ze 0" = 0, preto kladieme
V0 = 0.

Ak je x < 0 a n neparne prirodzené ¢islo, tak @« = —x > 0 a rovnica y" = z je
ekvivalentna s rovnicou (—y)" = «. Skutocne, lebo

(—y)"=a<=((-1)y)"= -+ (-1)"Y"' = —x <=
= —yY'=—r<=y" =u.

kedze o > 0, tak existuje jediné kladné redlne ¢islo, ozna¢me ho —y, také, ze (—y)" = «,
teda —y = Vo = /—x, resp. y = — /—xz. Toto ¢islo y nazyvame n-tou odmocninou ¢isla
r < 0 a piseme Yz = —{/—z. Napr. /-8 = —¢/—(—8) = —v/8 = —2.
Veta 1.10.10. Nech a,b € R, 0 < a < b. Nech n € N. Potom {/a < /b.
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Doékaz. Ak predpokladame, Ze {/a = /b zistime, Ze
(VVa)" = (V8)",

resp. a = b, ¢o je spor s predpokladom. Ak by platilo {/a > /b, tak podla alohy
mame ({L/E)n > (%)n, resp. a > b, ¢o je opét spor s predpokladom. Preto /a < Vb, O

Teraz mozeme definovat pojem mocniny s racionalnym exponentom. Obmedzime sa

pritom na kladny zaklad.

Definicia 1.10.11. Nech a € R, a > 0. Nech r € Q, r = p/q, kde p, ¢ st celé ¢isla, g > 0.

Mocninou a” budeme rozumiet éislo ¥/a? (t.j. " = a?/ = /a?).

Prijatie tejto definicie si zrejme vyzaduje isté vysvetlenie (overenie korektnosti). Predov-
Setkym vieme, Ze kazdé racionélne ¢islo 7 mozno vyjadrit v tvare p/q nekoneéne mnohymi
spOsobmi, napr. % = % = g =...,—4= %4 = %8 =.... Musime preto ukazat, Ze mocnina
a” ma vzdy ta istd hodnotu, nezéavisli od sposobu vyjadrenia ¢isla r v tvare p/q, kde
p € Z, q € N. Nech teda a > 0 a zlomky p/q, t/s (kde p,t € Z, q, s € N) predstavuju dve
rozne vyjadrenia ¢isla » € Q. Polozme u = Va?, v = vat. Potom u? = a? a v* = al, a

dalej podla vety [1.6.3] mame

apS — (ap)s — (uq)s — uqS

a
a'l = (a")? = (v*)? = v*9.
kedze
t
r:B:—, tak ps = qt,
q s
a preto
u? = o = a® = 0?, tj. u? =v? = a?. (1.19)

Okrem toho vieme, Ze u > 0, v > 0, gs € N. Preto z (1.19) pomocou vety [1.10.5| mame
u=w,

resp.
a" = a? = Vat,

Tym je dokédzané, Ze hodnota mocniny a” nezéavisi od spésobu vyjadrenia racionalneho

Cisla r. Dalej, ak vo vyjadreni r = p/q je ¢ = 1, tak r je celé ¢islo, pre ktoré sme uz
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mocninu a” definovali (definicie a [1.6.2)). Musime preto ukazat, ze pre ¢islo r celé
je hodnota a”, uréené definiciou [I.10.11] rovnd hodnote a” stanovenej podla prislusne;j
definicie mocniny s celo¢iselnym exponentom. Tato rovnost vSak naozaj plati, lebo ak r

je celé ¢islo, tak r =r/1 a

Vsimnime si teraz zakladné vlastnosti mocniny s racionalnym exponentom.

Veta 1.10.12. Nech a,b € R, a >0, b > 0, nech r,s € Q. Potom

a) a"b" = (ab)", Z_: = (%)Tf
b) a’a® = CLT+8, Z_: — CLT_S7

c) aka<bar>0,tdka <¥,
d) aka>1ar>s, taka” > a’.

Doékaz. Nech

p P2
T:_17 S = — (p1,q1,p2,q2€Z, Q1>]—7 q2>1)
q1 q2

Ak tieto zlomky upravime na spolo¢ného menovatela mozeme pisat

[ t
r= 5, § = 5 (kde ¢ = 1¢2, p = p1g2, t = pan).

Pouzitim vety [I1.10.6] a ulohy [I.6.5] mame
a'b’ = Var /b = Varbe = {/(ab)r = (ab)?’? = (ab)",

t.j. a"b” = (ab)", ¢o je prvy vzorec tvrdenia a). Pomocou neho ihned ziskame druhy vzorec

tvrdenia a), lebo

a\" a\’ a\" a
b" (—) = (b —) =a", resp. (—) = —.
Pre odvodenie vzorcov tvrdenia b) pouzijeme opét vetu|1.10.6|a Vetum Tak dostaneme
CLTCLS — ,‘I/ap\q/g — q/apat — g ap+t — a,pT-H — a’/‘-{—s7

t.j. a"a® = a"*5, ¢o je prvy vzorec tvrdenia b).

Pre ziskanie druhého vzorca tvrdenia b) teraz méame
s r—s __ _s+r—s __ T r—s __
a’a”"" =a =a", resp. a' = —.

f)alej,ak0<a<bar>0(r:p/q,kdepEZ,qEN),takp>Oapodl’a1’ﬂohyje

al < bP.
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Odtial, podla vety [I.10.10, méame
VaP < VbP, resp. a” <Ub

a tvrdenie ¢) mame dokdzané. Konecne, ak a > 1 a r > s, tak podla prave dokdzaného
tvrdenia c) je
,

7 >1""" resp. —>1, resp. d >a
a

S

a tvrdenie d) je dokdzané. O

Uloha 1.10.13. Nech a € R, a > 0, nech r € Q. Dokazte
SJOEE
b) " =,

c) aka>1,r>0,tak a” > 1,

d) ak0O<a<l1,r>0,tak a” < 1.

1.11 Mocnina s redlnym exponentom

V predchéadzajicich ¢lankoch sme sa cez pojmy mocnina s prirodzenym exponentom,
mocnina s celo¢iselnym exponentom a n-ta4 odmocnina dopracovali k mocnine s ra-
cionalnym exponentom a k jej zékladnym vlastnostiam. Pokrac¢ujme este v zovSeobecto-

vani pojmu mocniny a definujme mocninu s redlnym exponentom.

Definicia 1.11.1. Nech a,a € R.

a) Nech a > 1, @ > 0. Mocninou a® budeme rozumiet ¢islo

sup{a” : 7 € Q, 0 < r < a}, t.j.
ao‘:sup{aT:'r’eQ, O<7’<a}.

b) Pre 0 < a < 1, @ > 0 definujeme

¢) Pre a = 1, a Tubovolné definujeme 1¢ =

d) Pre a > 0, o < 0 definujeme

e) Pre a =0, a > 0 definujeme
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Dodajme, Ze a® bolo dané v definicii m predpisom a’ = 1 pre kazdé a € R. Pozrime
sa na korektnost definicie [I.11.1] Vidime, Ze najdélezitejsiu tlohu v uvedenej definicii hra
jej ¢ast a). Venujme jej preto trochu pozornosti. Ozna¢me A = {a" : r € Q, 0 < r < a}.
Podla vety existuje r € Q také, ze 0 < r < «a. Potom a” € A, t.j. mnoZina A je
neprazdna. Podla tej istej vety existuje s € Q, také, ze a < s < a + 1. Pre toto ¢islo s
a pre kazdé r € Q, r € (0,«) plati 0 < r < s. Odtial podla vety mame a” < a®
(lebo a > 1). To znamen4, Ze ¢islo a® je horné ohrani¢enie mnoziny A. Teda mnoZina A je
neprazdna a zhora ohrani¢ena. Preto sup A existuje. Naviac, ako uz vieme, ¢islo sup A je
jednoznacne uréené. To znamené, Ze Cast a) deﬁnicie je korektné, t.j. tam definované
¢islo a® existuje a je jednoznac¢ne urcené. Korektnost dalsich ¢asti definicie odtial
vyplyva velmi jednoducho, overenie prenechévame ¢itatelovi. Bude uzito¢né zapamétat
si (z definicie to velmi jednoducho vyplyva), Zze hodnota a® (a > 0, a l'ubovolné)
je vzdy kladné éislo.

Pre a € Q, a € R, a > 0 uz mame mocninu a® danu definiciou[1.10.11] KedZe pre kazdé
a € Q je a € R, potrebujeme eSte ukazat, Ze v pripade, ked o € Q, je ¢islo a® stanovené
definiciou 1.11.1 rovné &islu a® uré¢enému definiciou [[.10.11] Opét sa budeme venovat len
pripadu, ked a > 1, a > 0. Dalsie pripady prenechavame ¢itatelovi.

Najskor si v§imnime, Ze platia nasledujiice pomocné tvrdenia.
Lema 1.11.2. Ak p,q € R a pre kazdét >0 jep+t > q, takp > q.

Dékaz. Nech p < q. Potom ¢ —p >0, (¢ —p)/2 >0 a pre t; = (¢ — p)/2 méame

1

1 1
p+t1=p+§(q—p)=§(p+Q) < §(q+q)=q-

Teda existuje ¢islo t; > 0 také, ze p +t; < ¢, ¢o je spor s predpokladom, Ze pre kazdé
¢islot>0jep+t>q. O

Lema 1.11.3. Nech a,b € R, a > 1, b > 1. Potom existuje ng € N také, Ze plati

at/m < p.

Doékaz. Nech platia predpoklady vety a nech pre kazdé n € N je a'/™ > b. Potom podla
vety [I.10.12] pre kazdé n € N plati

a= (al/”)n > b".
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KedZe b > 1, mozeme pisat b = 1 + h, kde h > 0 a mame
b":(1+h)”:1+nh+<Z>h2+...+hn>nh.

To znamend, ze pre kazdé n € N je a > 0" > nh, ¢ize a > nh, ¢o je spor s Archimedovou

vlastnostou, a lema je dokazana. m

Teraz sme pripraveni dokazat nasledujicu vetu.

Veta 1.11.4. Necha € R, a > 1, a € Q, a > 0. Nech a®* znamend hodnotu v zmysle
definicie [1.10.11]. Potom

a* =sup{a" :r€Q, 0<r <a}.

Dékaz. Polozme A = {a" : r € Q, 0 < r < a}. Vyssie sme uz dokéazali, Ze tato mno-
Zina A je neprazdna a zhora ohranicend, teda existuje sup A. Ozna¢me ho znakom L, t.j.
L = sup A a mame dokézat, ze a® = L.

Nech r € Q, 0 < r < a. Potom podla vety [1.10.12] je a” < a®, a pretoze pre kazdé
reQ,0<r<ajea” €A, tak ¢islo a® je horné ohrani¢enie mnoziny A. Kedze L = sup A
je najmensie horné ohrani¢enie mnoziny A, tak L < a“.

Dokazeme este, ze a® < L. Nech ¢islo h > 0 je l'ubovolné. Podla lemy k ¢islam
a>1al+h > 1 existuje &slo ng € N také, ze plati a*/™ < 14 h. Zrejme je a—1/ng € Q,
«a — 1/ny < a. Lahko sa nahliadne (pozri vetu , ze ¢islo ng

inN mozno zvolif tak, aby o — 1/ng > 0. Potom a®~ /" € A a mozeme pisat

o «

a a
> a=1/no _ _© _—
Lza al/mo o 1+h
Odtial L > ﬁL—ah kedze tato nerovnost plati pre kazdé h > 0, plati tiez (pouzitim
lemy |1.11.2) L > a®.
Z nerovnosti L < a® a L > a“ mame L = a“, ¢o sme mali dokazat. O

Touto vetou sme ukazali, ze definicie [1.11.1] a [1.10.11] st pre a € Q ekvivalentné, t.j.

nimi stanovené hodnoty a® st pre o € Q rovnaké.

Vsimnime si teraz zakladné vlastnosti mocniny s redlnym exponentom. Pritom, vzhla-
dom na ¢ast e) definicie a rovnost 0° = 1, sta¢f obmedzit sa na pripad, ked zaklad
je kladny.

Veta 1.11.5. Nech a,b,a € R, a > 0, b > 0. Potom

a0 = (ab)®, (%)a S (1.20)
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Dékaz. Pre a« = 0 vzorce dévaju identitu 1 = 1, preto sa obmedzime len na pripad,
ked a # 0. Vetu dokadzeme v Styroch castiach, a sice:

l.prea>1,0>1,a>0,

2.pre0<a<1,b>1,a>0,(a>1,0<b< 1, a>0)

.prel0<a<1l,0<b<1,a>0,

4. prea>0,b>0, a <0.

Cast 1. Najprv dokadzeme prvy zo vzorcov . Necha>1,b> 1, a > 0. Oznacme
My={a":reQ0<r<a}, Mo={":reQ,0<r<al,
M={(a)":re, 0<r<a}.

Zrejme a® = sup My, b* = sup My a (ab)® = sup M. Vieme uz, ze prvkami mnozin My, Mo
a M su kladné ¢isla, preto aj suprema tychto mnozin, t.j. ¢isla a®, b* a (ab)®, st kladné

¢isla. Okrem toho pre kazdé r € Q také, ze 0 < r < « plati
(ab)" =a"b" < a®b* (lebo 0<a" <a® 0<b <%,
¢o znamena, ze ¢islo a®b® je horné ohranicenie mnoziny M. Kedze (ab)® = sup M, tak
(ab)® < a”“b®. (1.21)

Predpokladajme, ze (ab)® < a“b®. Potom

b «
—(aba) < a” =sup M,
a podla druhej vlastnosti suprema existuje a™ € M, také, Ze plati
b «
% <a™, resp. (ab)® < a™b*.
Odtial mame )
a (0%
u < b* = sup M,
a™

a opat podla druhej vlastnosti suprema existuje 0™ € M, také, Ze plati
% < 0™, resp. (ab)® < a™b™.
Ozna¢me r = max{ry,ro}. Na zaklade vety moZeme pisat
(ab)® < a™b™ < a"b" = (ab)".
Zrejme r € Q, 0 < r < «, preto (ab)” € M a zaroven

(ab)" > (ab)® = sup M,
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¢o je spor, preto z ([1.21]) mame

(ab)* = a®b”.
Druhy zo vzorcov (|1.20)) teraz pomocou prave dokdzaného ziskame ihned pre pripad, ked
1 <b<a,t.]j ked a/b > 1. Teraz zrejme plati

Q) =08 o ()

Pripad, ked 1 < a < b vybavime takto: Teraz mame b/a > 1, a > 1. Preto podla uz

()

Odtial, podla casti b) definicie [1.11.1} dostaneme

v G)

a

dokazaného plati

Cast 2. Nech 0 < a < 1,b>1, a > 0. Teraz mame
a“b™ = Wb = (T) = (ab) )

¢o je prvy zo vzorcov ((1.20). Podla tohoto vzorca (kedze b > 1 a 0 < ¢ < 1) moéZeme

(SIS

pisat

(N (3N e g ()=
b <b> - (bb> =ah b (b) T
¢o je druhy zo vzorcov (|1.20)).
Cast 3. Nech 0 < a < 1,0 < b < 1, a > 0. Pomocou definicie [1.11.1] a uz znamych

114

uréte pouzity poznatok) mame
1 1 1 1
a“b* = = = —— = (ab)*,

GG G @

¢o je prvy zo vzorcov (|1.20). Podobnym spdsobom, pre druhy vzorec zistime, ze

(0= (03) =) =i

Cast 4. Nech a > 0, b > 0, a > 0. Potom

vysledkov (pri kazdom,,=

a podobne
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Uloha 1.11.6. Dokazte, ze plati nasledujice tvrdenie: Nech aqy,as,...,a,,€ R, a; > 0
prei=1,2,...,naa«a¢cR. Potom

n n o
«a | |
=1 =1

Pre dokaz d'alsej vlastnosti mocniny bude uZito¢na nasledujuca pomocné veta.

Lema 1.11.7. Nech o, 8 € R, a > 0, § > 0. Potom pre kazdé r € Q splniajice podmienku
0<r<a+f existuji ¢isla ri,ro € Q také, Ze

O<rm<a, 0<re<fB a ri+ry=r.
Doékaz. Nech 0 < r < o+ . Polozme
a+B—r=>9. (1.22)
Zrejme je 0 > 0. Teraz zvolme r; € Q tak, aby platilo
max{0,a — d} <7 < min{a,r} (1.23)

(¢itatel nech sam overi, ze max{0,« — ¢} < min{a,7}).
Ak teraz vezmeme ro = 1 — 1y, tak 7o € Q, 71 + 19 = 7, a dalej podla ((1.22)) a ((1.23) plati
0 <r—min{a,7} <r—r; <r—max{0,a — 6} =
r, ak r < g,

r—(r—p)=p, akr>p.

=r —max{0,r — g} =

Teda 0 < ry =1 —1ry < 3, pricom pre ry z (|1.23) mame 0 < r; < a. n
Veta 1.11.8. Nech a,a, 3 € R, a > 0. Potom

a“a® = a®*h.

Dokaz. Veta zrejme plati, ked aspon jedno z ¢isel «, 8 rovna sa nule, a tiez vtedy, ked

a = 1. Dalgie pripady, pre ktoré treba vetu dokazat si:

1l.a>0,8>0,a>1;
2. >0,>0,0<a<1;
3. a<0,8>0a>1;
4. a<0,>0,0<a<1;
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5. a <0, <0,a>1;
6. a<0,<0,0<a<l.

Pripad 1. Nech a > 0, # > 0, @ > 1. Ozna¢me mnoziny
Miy={a":reQ 0<r<a}l, My={a":7€Q, 0<r<p},
M={a":reQ 0<r<a+p}.
Potom ¢isla a® = sup My, a”’ = sup My, a®t? = sup M sua kladné. Nech &islo r € Q je
Tubovolné také, 7ze 0 < r < a + 8. Potom a” € M. Podla lemy k ¢islu R existuju
ri,m € Q také, ze 0 < 7 < o, 0 < rg < § ary + 12 = r. Preto pomocou vety [1.10.12]

definicie mnozin M;, M, a tiez z vlastnosti suprema mozeme pisat
" =a""t"? = a"a"™ < a%d’.

Odtial vidime, Ze ¢islo a®a” je horné ohrani¢enie mnoziny M, preto plati

sup M = a**? < a“a’. Predpokladajme, Ze
atP < a%dP.

Potom
a®tP

aP

< a® = sup M,
a podla druhej vlastnosti suprema existuje a? € M, také, ze

aa—l-ﬁ aa—i-ﬁ
e <a’, (peQ, 0<p<a), resp.

e < a® = sup M.

Teraz opét podla druhej vlastnosti suprema existuje a? € M, také, ze

a®th

<al, (peQ, 0<q<f), resp. a*? < afa? =al".

kedze 0 < p < a,0< q< 3, tak 0 < p+q < a+ . Naviac je p+ ¢ € Q, preto a?™ € M.

Pritom a?*? > a®*# = sup M, ¢o je spor. Preto plati

a®tP = a%d®.

Pripad 2. Nech o > 0, 8 > 0,0 < a < 1. Potom na zaklade prave dokazaného a pomocou

vety [1.11.2| dostaneme
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Pripad 3. Nech o < 0, > 0, a > 1. Teraz na zaklade uz dokdzaného v ¢asti 1 mame
pre a+ 5 >0

a®th
— = a %qth = gmatath = aﬁ’ resp. a8 — ao‘aﬁ,
a
pre a+ <0
CLOH-ﬂ 1 ]_ 1 1 N .
—_ — g — +5 — a ﬁ

prea+B=0jef=—a>0,adaleja*?® =a’ =1,

teda a®*? = 1 = a%a’.

Pripad 4. Dokaz je v tomto pripade forméalne ten isty ako v predchadzajicom pripade,
ibaze namiesto tvrdenia dokédzaného v Casti 1 teraz pouzijeme tvrdenie dokdzané v cCasti
2.

Pre pripady 5 a 6 mozno dokaz vykonat siicasne. Tu znovu pouzijeme tvrdenie dokédzané
v Casti 1 pre pripad 5 a pouzijeme tvrdenie dokézané v ¢asti 2 pre pripad 6, ¢im v obidvoch

pripadoch mame

gL 1 1 onf

q—(a+8) a—at(=8)  g—aq-8
Uloha 1.11.9. Dokazte, 7e pre a, o, 5 € R, a > 0 plati

Uloha 1.11.10. Dokazte pravdivost nasledujtcich tvrdeni. Nech a, o € R.

a) Aka>1, a >0, tak a* > 1.
b) Ak a > 1, a <0, tak a® < 1.
c) AkO<a<1,a>0,tak a® < 1.
d) AkO<a<1, a<0,tak a* > 1.

Veta 1.11.11. Nech a,a, 3 € R. Potom

a) aka>1, a< B, tak a® < da?,
b) ak0<a<1, a<p, taka® > d’.
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Doékaz. Dokaz ¢asti a) Nech a > 1, 0 < a < . Podla definicie 1.11.1 je
a®*=sup{a":r€Q, 0<r<a}l, a’=supla":reQ, 0<r<p}

Podl'a vety existuju ¢isla s,t € Q také, ze 0 < a < s < t < (. kedZe pre kazdé

r € Q také, ze 0 < r < «a je r < s, tak podla vety [[.10.12] je a” < a®, t.j. ¢islo a® je horné

ohranicenie mnoziny {a" : r € Q, 0 < r < «}, preto tiez

a® <a’. (1.24)
f)alej priamo z definicie mame

a' <a’. (1.25)
konecne podla vety [I.10.12] je

a® < a. (1.26)

7 ([T24), (T.25) a (1.20) vidime, Ze

aa§a5<at§a6,

tj. a® <d’.

Nech teraz a > 1, 0 = a < 3. Potom a® = a° = 1, a” > 1 (podla tlohy , teda
a® =1< d?, resp. a® < a’.

Akjea > 1,a <0 < S, tak podla ﬁlohyaﬁ > 1,a% < 1. Vidime, 7e a® < 1 < a®,
t.j. a® < a®.

Prea > 1, a < =0 mame a® < 1, a® = a® = 1, teda a® < a”.

Nakoniec pre a > 1, a < 8 <0je 0 < =5 < —a a dalej

1
= - /B:_
a® = , a o

Potom podla uz dokézaného

) 1 1
a?<a® tj. — < —, alebo a*<d’
a®  a®

a Cast a) je dokdzana.
Cast b) vety|1.11.11|teraz uz dokdzeme velmi jednoducho. Totiz teraz je 1/a > 1, preto

podla uz dokazaného je
() <()
— < |- .
a a

Na druhej strane uz vieme, Ze
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Preto

~ 5, resp. a® > a”.
a a

]

K dokazu dalsej vlastnosti mocniny budeme potrebovat nasledujicu pomocni vetu.

Lema 1.11.12. Nech o, B € R, o > 0, 8 > 0. Potom pre kazdé t € Q spliiajice podmienku
0 <t < af existuji cisla ti,ty € Q takeé, Ze

O<ti<a, 0<ty<f a tity="t.

Dékaz. Necht € Q, 0 <t < af. Polozme

Zrejme je 6 > 1, a preto je a/d < a. Ak teraz zvolime t; € Q také, ze

Yt <
- e
5 1 3
tak 0 < t; < « a pre ty = t/t; mame
t t to o
0<—<t2<—:—:—6:ﬁ,
o ald o o«
Gize 0 < ty < . Naviac to € Q a tity = t. O

Veta 1.11.13. Nech a,a, 5 € R, a > 0. Potom
(@)’ = a*?. (1.27)

Doékaz. Vetu dokdzeme najprv pre ( celé, potom pre [ raciondlne a nakoniec pre 3 reédlne.
Nech st splnené predpoklady vety.

a) Nech 8 € Z, a,a € R, a > 0. Ak § > 0, tak § € N a matematickou indukciou
vzhladom na [ dokdZeme, Ze vzorec plati. Skutocne, pre § = 1 lava strana
je (a®)! = a®, prava strana je a®! = a®, teda pre B =1, a,a € R, a > 0 vzorec
(1.27]) plati. Nech pre prirodzené ¢islo 5 plati vzorec . Pomocou tohoto indukéného
predpokladu, vyuzitim definicie [I.6.1] a vety mozeme pisat

(aa)f3+1 _ (aa)ﬁaa — g = goPta — qo(B6+1)



1 Realne ¢isla 49

Teda z vety o matematickej indukcii, ((1.27)) plati pre kazdé a, o« € R, a > 0. Ak je 5 <0,
tak pomocou uz dokdzaného dostaneme

a\B _ ]‘ _ 1 _ B
(a ) T (@) B qah) a-

Konec¢ne, pre 3 = 0 je (a®)? = 1 = a*.
b) Nech B € Q, a,a € R, a > 0, t.j. B =p/q, kde p,q € Z, ¢ > 0. Ak poloZime a® = y,
y® = 2, tak
z=9f = (a“)ﬁ. (1.28)

Na druhej strane, vzhladom na tvar ¢isla 5 a podla uz dokdzaného v ¢asti a) tohoto

dokazu mozeme pisat

z=y? =y = Yy = Y (a®) = Jao P (1.29)

Dalej polozme

a®® = .

Potom opét z ¢asti a)
ul = (aaﬁ)q =a9=0q%P preto uw=Va*".

Odtial az (1.29) vidime, ze u = z. To vzhladom na tvar ¢isla u a na vztah (1.28) znamena,
ze
(aa)ﬁ = a®?,

c) Nech 5 € R, a,a € R, a > 0. Teraz budeme postupne dokazovat pripady

c1) a>0,a =0 alebo =0,
) a>1,aa>0,5>0,
a>1,a<0,5<0,
a=1,a,p R,
) 0<a<l, a,p€eR.

)
)
cz) a>1,a>0,6<0 (resp. a > 1, a <0, 5 > 0),
Cq)
)

Cs

Pripad c;) je trividlny, lebo ak napr. a = 0, tak (a°)® = 1% =1, a” = a° = 1, teda
(a®)? = a%.
V pripade cy) podla definicie mocniny a vzhladom na uz dokézané v Casti b) tohoto

dokazu mozeme pisat

(aa)ﬁ:sup{(aa)r:re(@, O<r<6}zsup{a°”:r€@, O<r<ﬁ}.
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Pre ¢isla a® " mnoziny A = {a“" : 7 € Q, 0 < r < S} plati podla vety
a®" <a (lebo a>1, ar <ap).
To znamena, Ze ¢islo a®® je horné ohrani¢enie mnoziny A, preto
(aa)ﬂ =sup A < a®. (1.30)
Na druhej strane, vyuzitim lemy mozeme pisat

aaﬁ:sup{at:tEQ, O<t<0zﬁ}:
:sup{atlt2 1, €Q, 0<ty <a,0<ty <B}.

Pre ¢isla a2 mnoziny B = {a"? : t1,t, € Q, 0 < t; < 0,0 < t3 < §} podla dokazaného

v Casti b) tohoto dékazu plati
tit2 — (atl)tQ )

a
Podla vety [L.11.11]je a’' < a®, a odtial podla vety mame
(oztl)t2 < (aa)tz.
Nakoniec, opét podla vety je (lebopre a > 1, a > 0 je a® > 1)
(aa)t2 < (aa)ﬂ.
Teraz vidime, ze plati
a’? = (atl)t2 < (ao‘)t2 < (aa)ﬁ,
teda ¢islo (a®)? je horné ohranicenie mnoziny B, preto

a®? = sup B < (a®)”.

Odtial a z (1.30]) dostavame vzorec (|1.27)).
V pripade c3), pre a > 1, a > 0, § < 0, teraz plati

[ ﬁ_ 1 _ 1 _ o
(a%)" = (@)P ~ a—of =a

aprea>1, a <0, >0 mdzeme zase pisat

B
N 1 B 1 R B
(") ‘() GG
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Pripad c4) vybavime takto (cez uz dokazany pripad cs))

<aa>ﬂ—(i)6—(l1 B S S}

— -8 1
ae o) @ P

a—«

Pripad c; je trividlny, lebo (1%)% = 1% =1, 1%¥ =1, a teda (1%)® = 15,

V pripade c¢g) vyuzitim uz dokdzanych pripadov méame

1 1 1 1
= et et —= prmng (aa)ﬁ.

a8 —
(L) ~ (fa))? (2P =%

Citatel nech si v pripadoch c3) az cg) sam doplni vysledky a definicie, ktoré boli v tychto

¢astiach dokazu pouzité. O

Veta 1.11.14. Nech a,b,a € R, 0 < a < b. Potom

a) ak o > 0, tak a® < b*,
b) ak o <0, tak a® > b~.

Dékaz. Vidime, 7e b/a > 1. Potom pre o > 0 podla vety [L.11.11] plati
b\ [(b)’
(&) - () -
a a
b\ b
a)  a®’
bOé

— >1, resp. a” <b®
a

KedZe podla vety [1.11.5] je

tak

a tvrdenie a) je dokdzané. Tvrdenie b) mozno dokazat analogickym spésobom, ¢o prene-

chame ¢itatelovi. O

1.12 Logaritmus

Obsah predchadzajiceho ¢lanku nam poskytuje poznatky k tomu, aby sme definovali

pojem logaritmu a odvodili jeho vlastnosti.

Definicia 1.12.1. Nech a,z € R, a > 0, a # 1, x > 0. Reélne ¢islo y také, ze a¥ = =

nazyvame logaritmus ¢isla x pri zaklade bfa, a piSeme y = log, z.
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V nasledujicej vete ukazeme, Ze tato definicia je korektna, t.j. Ze za podmienok na ¢isla

a, x ¢islo y s pozadovanou vlastnostou vzdy existuje, a ze je urc¢ené jednoznacne.

Veta 1.12.2. Necha,z € R, a >0, a # 1, x > 0. Potom existuje jedno a len jedno cislo
y € R také, Ze plati a¥ = x.

Dokaz. Dokaz existencie Uvazujme najprv pripad, ked a > 1, x > 0. Definujme mnoZinu
M predpisom M = {z € R: a* < 2} a ukdZme, Ze ona je neprazdna a zhora ohrani¢ena.

Kedze a > 1, mozeme pisat a = 1+ h, h > 0. Potom pre kazdé n € N je
a"=(14+h)">1+4nh > nh. (1.31)

Podla Archimedovej vlastnosti vieme, Ze existuje n; € N také, ze nih > 1/x, a tiez
existuje ny € N také, ze noh > z. To vzhladom na (1.31]) znamené, ze

a™ >nih>1/x, resp. a ™ <z,
teda —ny € M, t.j. M # (), a dalej
a™? > noh >,
¢ize ny ¢ M. Nech z; € M. Potom pre kazdé z € R, z < 2, je podla vety [1.11.11]
a* <at <z, tg. z€eM.

Kedze ny ¢ M, tak pre kazdé z € M je z < ng, ¢o znamena, Ze ¢islo ny je horné ohranicenie
mnoziny M. Zistili sme, Ze mnozina M je neprazdna a zhora ohrani¢ena, preto existuje
sup M. Polozme

y =sup M

a dokazeme, ze a¥ = x.
Predpokladajme, ze ¥ < x. Potom z/a¥ > 1, a > 1 a podla lemy|l.11.3|existuje ny € N
také, ze

x .
at/m < — odkial vt/ < g,
a

To znamené, ze y + 1/ng € M, ¢o je spor s tym, Ze y = sup M.
Teraz predpokladajme, ze a¥ > x. Potom a¥/x > 1, a > 1 a opét podla lemy [1.11.3
existuje ny € N také, ze

v
at/™ < a—, odtial z < a’~¥/™, (1.32)
T
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To znamena, ze y — 1/n; ¢ M. KedZze vSak y —1/ny < y = sup M, tak z druhej vlastnosti
suprema vyplyva existencia ¢isla u € M takého, ze y — 1/ny < u. Z poslednej nerovnosti
podla vety 1.11.11 a nerovnosti (1.32)) dostaneme

r<aV VM o< gt

Teda = < a* a to znamena, ze u ¢ M, ¢o je spor.

Zistili sme, Ze nerovnosti a¥ < x a a¥ > x neplatia, preto plati a¥ = x a existencia ¢isla
y je pre a > 1, x > 0 dokadzana.

Nech teraz je 0 < a < 1, x > 0. Podla vety pre kazdé y € R plati

1\’ 1
a) av’

Polozme b = 1/a. Potom b > 1 a podla dokdzaného v predchadzajucej ¢asti existuje y € R

také, ze b¥ = 1/x. Potom vsak

odkial x = a¥. Tym je cast vety hovoriaca o existencii ¢isla y dokdzana.
Dokaz jednoznacnosti. Predpokladajme, ze pre nejaku dvojicu ¢isel a,z, kde a > 0,

a#1ax >0 existuju dve rozne Cisla y;,y2 € R (napr. y; < yo) také, ze
a’t = x = a”.

Kedze y; < ys, tak podla vety [1.11.11] plati

a’t <a”?,ak a>1 a a’* >a”?, ak 0<a<l,

¢o vylucuje moznost a¥* = a¥?. Tym je veta kompletne dokazana. ]
Zakladné vlastnosti logaritmu zhrnieme v nasledujtcej vete.

Veta 1.12.3. Nech a,b,a,6,7y € R, a >0,a#1,b>0,b#1, a >0, 8 > 0. Potom
plati

a) log,1 =0, log,a =1,

b) log,(aB) = log, o + log, 3,

¢) log, § =log, o —log, 3,

d) log, a” =vlog, a,
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e) aka>1,0<a<f, taklog, a < log, 3,
ak 0 <a<1,0<a<f, taklog, a > log, B,

f) log, o = &2 — Jog, o - log, b.

logy a

Dékaz. a) log, 1 =0, lebo a® = 1; log, a = 1, lebo a' = a.
b) Polozme

u=log, o, v =log, .
Potom a" = «, a* = 8 a dalej, vyuzivajic vlastnosti mocnin mame
a"t’ = a"a" = af,
¢o podla definicie [1.12.1] znamena, ze

log,(af) = u+ v = log, a + log, .

c¢) Pri zachovani oznacenia z predchéadzajicej ¢asti dokazu mame

preto

loga% =u—v = log, a —log, .
d) Pre v = 0 zrejme plati
log,a” =log,1=0=0-log, o =log, ,
preto sa moézeme obmedzit na pripad v # 0. Ak teraz polozime
v =log, a”,

tak podla definicie logaritmu mame

a dalej, podla vety [1.11.13] plati
= (@) = @) fr =

Teda

[
1Ogaa =
Y
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alebo
log, @ = v = vlog, a.

e) Pri oznaceni u = log, v, v = log, f méame

at=a, a’'=p

a pomocou vety [1.11.11|ahko zistime, ze ak a > 1, 0 < a < 3, tak u < v (pripady u = v
a u > v vedu k sporu s predpokladom «a < f3), teda

log, o < log, 5.

Nerovnost

log,a >log, 8 pre 0<a<l a O<a<p

mozno odvodit analogickym sposobom, preto odvodenie prenechavame ¢itatel ovi.
f) Polozme znovu u = log, a. Potom a“ = « a pomocou uz dokazaného tvrdenia d)
mozeme pisat

log, o = log, a* = u - log, a = log, « - log, a. (1.33)

Pretoze a # 1, tak podla prave dokdzaného tvrdenia e) je log, a # 0, a teda z (|1.33) mame

Ak v tomto vzorci polozime o = b zistime, Ze

1
log, a’

log, b=

preto mozeme pisat
log, o

= log, o - log,, b.
log, a

Cvicenie

1. Dokéazte, ze pre kazdé n € N, n > 1 plati:

a) L.3.5. . 2no1 1
2 4 6 °°° 2n V3n+1’
(2n)! 4n
b> (n!)?2 > n+1-

2. Dokézte, 7e pre kazdé n € N, n > 4 plati: 2" > n?.



1 Reélne disla

96

3. Dokazte, Ze pre kazdé n € N je ¢islo 117! + 122771 delitelné &islom 133.
4. Dokazte, ze pre kazdé x € R, z > —1 a pre kazdé n

inN je (1+2)" > 1+ nz.
5. Dokézte, ze pre kazdé n € N, n > 1 plati:

ol < n+1\"
! ; .




2 Postupnost ¢isel

2.1 Limita postupnosti

Citatel sa s pojmom postupnosti, presnejSie postupnosti ¢isel, stretol na strednej Skole
a to hlavne s geometrickou postupnostou. Upresnime, ¢o budeme rozumiet pod pojmom

postupnost ¢isel.

Definicia 2.1.1. Nech kazdému prirodzenému ¢&islu n je priradené nejaké redlne ¢islo a,,.

Potom hovorime, Ze je dana postupnost ¢isel (alebo postupnost)

{ar,a9,...,apn,... }. (2.1)

Postupnost ¢isel budeme oznacovat {a,}> ;; @, — nazyvame n-tym ¢lenom postup-
nosti ¢éisel, n — nazyvame index ¢lena a,. V celej kapitole sa budeme zaoberat iba
postupnostami ¢isel, preto pre stru¢nejsie vyjadrenie budeme pouzivat iba skrateny ter-
min postupnost.

Postupnost moéze byt dana réznymi sposobmi. Napr.

1. Pomocou formuly, ktora dovoluje vypocitat Tubovolny ¢len postupnosti podla

jeho indexu.

Priklad 2.1.2. a) a, = %, n € N je postupnost

1 11 1 1)~ (2.2)
T T ey Ty resp. — . .
72737 7na ) p n -

b) ag,—1 = ﬁ, (9, = Tl—p n € N je postupnost

11111 1 1

=1, = ===, = ... . (2.3)

2 4365 2n 2n —1
c) a, = (—1)", n € N je postupnost

{-1,1,-1,1,...,(=1)",...}, resp. {(—=1)"}2,. (2.4)
2. Rekurentnym vztahom (rekurentne dana postupnost), ktory dovoluje vypocitat
¢len postupnosti pomocou znamych predchadzajtcich c¢lenov.

Priklad 2.1.3. a) Aritmeticka postupnost s diferenciou d a prvym ¢lenom a; = a je dana
rekurentnym vztahom a, 1 = a, +d, n € N.
b) Geometrickd postupnost s kvocientom ¢ # 0 a prvym ¢lenom b; = b je dané reku-

rentnym vztahom b,.1 = b, - ¢, n € N.

57
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¢) Rekurentnym vztahom a, = a,_1 + a2, n € N, n > 3 a podmienkami a; = 1,
as = 1 je dana Fibonacciho postupnost. E]

3. Opisanim jej ¢lenov. Napr. a, je v poradi n—té prvocislo. Tak a; = 2, ay = 3,
a3 =5, a, =7, atd.

Postupnost {a, }52, mdzeme zobrazit:

1. v rovine bodmi so stradnicami [n, a,|, n € N;

2. bodmi a,, n € N na realnej ¢iselnej osi.

Pri vySetrovani vlastnosti postupnosti budeme potrebovat operéacie s postupnostami.
Nech st dané dve postupnosti {a, }5°, {b,}° ;. Ich sti¢tom, rozdielom, sa¢inom, po-
dielom nazyvame postupne postupnosti {a, +b,}22 1, {a, —b, 152, {an b, }5° 4, {Z_:}ZO:1
Pri definicii podielu sa predpoklada, ze b, # 0 pre vSetky n € N.

Dve postupnosti {a,}>2, {b,}>2, povazujeme za rovnaké, ak a, = b, pre vietky
n € N.

Kazda ¢iselnd postupnost urcéuje mnozinu realnych ¢isel, ktora tvoria tie realne cisla,
ktoré vystupuji ako ¢leny tejto postupnosti. Tito mnozinu nazyvame mnozinou ¢lenov
postupnosti. Napr. postupnost {(—1)”}:):1 urcuje mnozinu ¢lenov {—1;1}. Dve rozne po-
stupnosti mozu urcovat tt ist mnozinu ¢lenov. Napr. postupnosti ([2.2), st rozne, ale
maju ta istd mnozinu ¢lenov M = {%7 n € N}. Z definicie postupnosti vieme, Ze sa jedna
vzdy o nekone¢nu postupnost, avSak mnozina ¢lenov postupnosti méze byt aj konecna
(napr. postupnost (2.4))).

Jednou zo zékladnych operacii matematickej analyzy je operacia limitného prechodu.
S touto operaciou sa v matematickej analyze stretavame v roznych formach. V tejto
kapitole sa oboznamime s jednoduchou formou operacie limitného prechodu zalozenom
na pojme limity postupnosti ¢isel.

Pozrime sa blizsie na postupnost {"T_l}zo:l, t.j.

(2.5)

Olg 100 101 1000 1001 n—1
7273777771017 102777710017 100277 0 T

Vidime, ze ak zvéicSujeme index n, ¢len postupnosti a, sa blizi k 1. Hovorime tomu,
ze postupnost (2.5) ma limitu 1. Upresnime, ¢o znamené ,¢len postupnosti a, sa blizi

k 1“. Ak zadame kladné ¢islo e, dokazeme v postupnosti néjst isty ¢len, po¢nic ktorym

Leonardo Pisansky (zvany Fibonacci) [1170-1240]. Fibonacciho postupnost sa objavuje v tilohe o kra-
likoch. Kol'ko péarov kralikov mé jeden par po roku, ak kazdému paru sa kazdy mesiac narodi jeden pér,

ktory je schopny rozmnoZovat sa za mesiac a ak ani jeden par nezahynie?
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sa vietky dalsie ¢leny ligia od 1 o menej nez ¢, t.j. vieme udat ¢islo ng také, ze vsetky cleny
postupnosti, ktorych index je va&si ako ng, spliiaji nerovnost la, — 1] < e. Ak e = 1072
zoberme ny = 100, potom pre vSetky n > 100, n € N plati

—1 1
n —‘:—<10‘2.
n

la, — 1| =

n

Ak ¢ je Tubovolné kladné ¢islo zoberme ng = %, potom pre vsetky n > ng = %, n €N

plati

’ 1
—1ll=—<e.
n

n—1

|an_1| =

n

Definicia 2.1.4. Cislo a € R nazyvame limitou postupnosti {a,}52,, ak pre kazdé
¢islo € > 0 existuje Cislo ng také, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n > ng plati nerovnost

la, —al| <e.

Ak ¢islo a je limitou postupnosti {a,}5°, zapisujeme to lim a, = a alebo a, — a
n—oo
pre n — 0o.

Pomocou kvantifikdtorov mozeme zapisat tuto definiciu takto:
Ve>0 3dng Vn>ng,neN = Ja, —a| <e.

Postupnost, ktora ma limitu, nazyvame konvergentnou. Postupnost, ktora nie je kon-
vergentna, nazyvame divergentnou. Je to takd postupnost, pre ktora ziadne realne ¢islo
nie je jej limitou.

Uloha 2.1.5. Utvorte negacie nasledujucich tvrdeni a zapiste ich pomocou kvantifikéto-
Tov.
a) ¢islo a je limitou postupnosti {a,}5°,

b) postupnost {a,}%, je konvergentna.

Priklad 2.1.6. Pouzitim definicie najdime limitu postupnosti {a,}>°,, ak:

a) a, =c¢,n€N; b)anzzr:ﬁ:ll,nEN ¢c)a,=vn+2—+vn+1,neN.

Riesenie. a) UkdZeme, Ze lim a,, = c. Nech je dané Tubovolné € > 0. Nerovnost |a,, —c| =
) n n
n—oo

|c — ¢| = 0 < ¢ je splnené pre kazdé n € N.

n+1

b) Upravme vyraz pre a,: a, = 27;:11 =2 n%l Ukézeme, ze lim a,, = 2. Odhadnime
n— o0
vyraz
3 3
|an—2|:‘2— —2‘:
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< ¢ bude splnené, ak n +1 > g, t.j.

Nech je dané T'ubovolné £ > 0. Nerovnost +1
n > ; — 1. Ak polozime ng = 2 — 1, potom pre vsetky n > ng, n € N plati

3 3
la, — 2| = < =¢. Teda lim a, = 2.
n+1 nog+1 n—00

1
Vn+24+vn+1’
1

1 .

c¢) Upravme vyraz pre a,.

2 2
Vn+2): = (VnF1
=\/n+2—\/n+1=( nt?) —nrl)

Vn+2++vn+1
. Nerovnost f < g, ¢ > 0 bude splnena ak /n >

||S

odkial |a,| <

Ak polozime ny 4527 potom pre vietky n € N, n > ng plati

1 :
= ¢ o znamena, ze lim a, = 0.
n—oo

onl < 575 < N
]

Priklad 2.1.7. Dokazme, Ze postupnost {(—1)"}22, je divergentna.
Riesenie. Potrebujeme ukéazat, Ze ziadne redlne ¢islo @ nemoze byt limitou
Nech a # £+1 a ¢ = min{|a + 1|, |a — 1|}. Potom

1 —a| > ¢, pre n-parne, n € N

|an —al = [(=1)" —a| =
|—1—a|=|14a|l > e, pren-neparne, n € N.

To znamené, Ze existuje € > 0 také, ze pre vietky n € N plati |a, —a| > ¢
Nech a = 1. Zoberme € = % Potom pre vSetky n-neparne, n € N plati
1
]an—a|:|—1—1]:2>§.

Ukézali sme, Ze existuje € = 1 take, Ze pre vietky k € N existuje n-neparne, n > k, n € N

take, ze plati |a, —a| > 1.
Analogicky, ak a = —1 zoberme ¢ = <. Potom opéat pre vSetky n-parne, n € N plati
la, —al=1+1=2> 3

n—oo n—o0

Priklad 2.1.8. Nech lim a, = a, lim b, = a. DokdZme, Ze postupnost
{(1,1, bl7 a2, b?a P bn7

konverguje a jej limita je rovné a
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Riesenie. Na zéklade definicie pre lubovolné e > 0 existuja ¢isla ny, ny také, ze
pre vietky n > ny,n € N plati |a, —a| < e
a pre vSetky n > ng,n € N plati |b, — a| < e.
]
Ozna¢me z, n-ty ¢len postupnosti {ay, by, ..., an, by, ... }. Ak ng = max{ns,ns} potom
pre vietky n > 2ng, n € N bude |z, — a| < e. Pretoze, ak n = 2k, k € N an > 2ng je

zn = bg, kde k > ng > ng a preto |z, —a| = |by —a| < €. Analogicky, ak n =2k —1, k € N

an > 2ng, potom z, = ag, kde k > ny > ny a preto |z, — a| = |ay — a| < e.

Uz vieme, ¢o rozumieme pod pojmom limita postupnosti. Zaujima nas teraz kol'ko ¢isel
moze byt limitou postupnosti. Odpoved dava nasledujuca veta.
Veta 2.1.9. KaZdd postupnost md nanajvys jednu limitu.

Dékaz. Dokaz urobime sporom. Predpokladajme, Zze postupnost {a,}>° ; ma dve limity a,

b, pricom a # b. Polozme ¢ = @, takze € > 0. KedZe a je limitou postupnosti {a, }5°,

tak k zvolenému ¢ existuje ¢islo ny také, ze
pre vietky n > ny,n € N plati |a, — a| < e. (2.6)

Podobne, kedZe b je limitou postupnosti {a, }> ;, tak k zvolenému ¢ existuje ¢islo ny takeé,

~

ze

pre vietky n > ng,n € N plati |a, — b| < e. (2.7)
Polozme ng = max{ny,ny}. Potom pre n > ng, n € N plati (2.6) aj (2.7) takze
la—0b] =la—a,+a, —b| <|a, —a|+]a, — bl <e+ec=|a—1|

Ale kedze plati |a — b| = |a — b|, nemoze platit aj |a — b| < |a — b|. Ziskané protirecenie

dokazuje, ze postupnost nemoze mat dve rozne limity. O

Veta 2.1.10. Postupnost
{Cll,ag,(lg,...,an,...} (28)

mda limitu prave vtedy, ak postupnost

{ak+1, Q4255 Qfgpy - - - }, (29)

kde k je lubovolné prirodzené cislo, md limitu a obidve limity si rovnaké.
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Doékaz. Prvy ¢len postupnosti (2.9) je axy1, druhy ¢len je agio, n-ty ¢len je agy,. Oznaéme

¢leny postupnosti by, = Qjin.

1. Nech existuje lim a, = a to znamené, ze ak ¢ je Tubovolné kladné ¢islo existuje
k nemu ¢islo ng tak?_ézopre vietky n > ng, n € N plati |a, — a|] < . Ak je n > ng, tym
skor k+mn > ng a teda |b, — a| = |apr —al < g, t.j. lim b, = a.

2. Nech existuje nh_g)lo b, = a, to znamena, Ze k l’ugc;i)ol’nému ¢islu € > 0 existuje ¢islo

ny tak, ze pre vSetky m > ny, m € N plati |b,, — a| < e. Polozme nyg = ny + k. Ak je

n>mngjen—k>ny—k=mn; ateda|a, —a| = |b,_r —a| <e, t.j. lim a, = a. H
n—0o0

Veta hovori, Ze vlastnosti postupnosti ako st konvergencia, divergencia, hodnota
limity sa nezmenia ak pridame, vynechame alebo zmenime kone¢ny pocet ¢lenov postup-
nosti. Predpis, ktorym je urceny n-ty ¢len postupnosti, moéze byt niekedy taky, ze nim
nie st urcené vsetky ¢leny postupnosti. Napr. a, = nie st urc¢ené ¢leny as, as.

Veta [2.1.10] dovoluje doplnit tieto ¢leny akokolvek.

1
(—2)(n—3)

Cvicenie

1. Pomocou definicie dokdzte nasledujtce tvrdenia:

: 3n __ . : n?+1 _ 1.
a) fim oy =0; b) im 3tz = 5

: 3n+l 3 : sinn
c¢) lim = 2: d) lim (2 + ) = 2.
)n_>002.3n+3 27 )n_m( n )

2. Zistite, ¢i postupnost {\/Lﬁ};’;l konverguje k ¢islu 3.
3. Dokazte, Ze postupnost {cos(n — 1)7}7°, je divergentna.
4. Rozhodnite, ¢i existuju limity nasledujicich postupnosti {a, }52;:

1—%, ak n € N je parne

a, = (_1)"Z—ﬁ; a, = %cos(%); a, =

1+ =, akn €N je nepéarne.
5. Postupnost {a,}>%; ma limitu rovna a prave vtedy, ak postupnost {a, —a}>%; ma
limitu rovnu nule.

6. Dokazte, ze ak lim a,, = a, potom lim (a,+; — a,) = 0.
n—oo

n—oo
7. Dokazte, Ze ak lim a, = a, potom lim Tt — g
n—00 n—00 n

2.2 Ohranicenost postupnosti

Definicia 2.2.1. Postupnost {a, }3°, nazyvame ohrani¢enou zhora (resp. zdola), ak je
ohrani¢en4 zhora (resp. zdola) mnozina ¢lenov tejto postupnosti. Ak je postupnost {a, }>

ohrani¢ena zhora aj zdola nazyvame ju ohrani¢enou.
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Pouzitim tejto definicie a definicii [1.9.1], sa Tahko overia nasledujtce vety.

Veta 2.2.2. Postupnost {a,}2, je ohranicend zhora (resp. zdola), ak existuje cislo ¢;
(resp. existuje ¢islo co) také, Ze pre vSetky éleny postupnosti {a,}o2, plati a,, < c; (resp.

a, > C3).

Veta 2.2.3. Postupnost {a,}>2, je ohranicend prdve vtedy, ak existuje ¢islo ¢ > 0 takeé,

Ze pre wdetky cleny postupnosti plati |a,| < c.

Uloha 2.2.4. Pomocou kvantifikitorov zapiste dané tvrdenie a jeho negéaciu. Tvrdenie:
1. postupnost {a,}>2; je ohraniena.

2. postupnost {a,}>2; je ohrani¢ené zhora.

Priklad 2.2.5. Vysetrime ohrani¢enost postupnosti {a,}>,, ak a, je dané predpisom:

a)a,=L; b)a,=n; ca,=(-1)"n.

w

RieSenie. a) Pre vSetky n € N je vyraz % > 0, t.j. existuje ¢; = 0 také, ze % >
pre vSetky n € N. To znamené, Zze postupnost {%}:;1 je ohranicend zdola. Pre vSetky
n € N plati n > 1, odkial % < 1, t.j. existuje co = 1 také, Ze pre vietky n € N plati % < ¢.
To znamené, ze postupnost {%}:;1 je ohranicené zhora. Vzhladom na definiciu m je
tato postupnost ohranicena.

b) Vsetky prirodzené ¢isla su kladné, t.j. n > 0. To znamené, ze postupnost {n}> je
ohranicena zdola. Veta hovori, Ze postupnost {n}22 | nie je zhora ohranicena.

c) Kedze |(—1)"n| = n podla Archimedovho principu (veta mame, pre vietky
¢ > 0 existuje n. € N také, ze n. = |(—=1)"n.| > ¢, ¢o znamend, ze postupnost

o0 . . cv 2
{(=1)"n} " nie je ohraniena. O
Nasledujtca veta déava do stuvislosti konvergenciu a ohrani¢enost postupnosti.

Veta 2.2.6. Ak je postupnost {a,}>2 | konvergentnd, potom je ohranicend.

Doékaz. Nech lim a, = a. Podla definicie 2.1.4) ku ¢ = 1 existuje ¢islo ng € N také, Ze
n—oo

pre vSetky n > ng, n € N plati |a, — a| < 1. Pouzitim vlastnosti absolutnych hodnot

dostaneme pre vsetky n > ng, n € N
la,| = |an, —a+a| < |a, —al +|a] <1+ ]al.

Zoberme ¢ = max{1 + |a|, |a1], |az|, . .., |an,|}. Potom |a,| < ¢ pre vetky n € N, ¢o zna-

mené, ze postupnost {a,}>, je ohranicené. O]
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Obratena veta ku vete [2.2.6|neplati. Nie kazda ohrani¢ena postupnost je konvergentné.
Prikladom takej postupnosti je postupnost {(—1)”}2021, ktora je ohranic¢ena (dc = 1Vn €
N = |(—=1)"| < 1), ale nie je konvergentna (priklad [2.1.7)).

Cvicenie
1. Uvedte priklady ohrani¢enych postupnosti {a,}5>,, {bn}32, by # 0 pre vsetky
n € N takych, Ze postupnost {Z—”}zozl je neohranicené.
2. Dokazte, ze postupnost {a,}22, je ohrani¢ena:
2 .
C) ap = n527:-3 ) d) an = (_1)n2nn_s~_1111n
3. Dokazte, ze postupnost {a,}°°; je neohranicena:

_n? . __n_ .
a) ap = %, a>1; b)an—n2+1,

a) a, =n"Y";  b)a,= ;n—‘ﬁ ; ¢) a, = n.cosn.
4. Nech existuje ¢islo ¢ > 0 také, ze pre vsetky n € N je |y,| > ¢ a nech postupnost

. v 2 2 ~ e °] . oy 2
{z,}5°, je ohranicené. Dokazte, Ze postupnost {g—:}nzl je ohranicena.

2.3 Operacie s konvergentnymi postupnostami

V tomto ¢lanku ukézeme niektoré vlastnosti konvergentnych postupnosti, spojené s ne-

rovnostami a algebraickymi operaciami.

Veta 2.3.1. Nech pre postupnosti {a,}o2,, {bn}5, {cn}22, plati:
1. existuje ny € N také, Ze pre vsetky n > ny, n € N plati a, < ¢, < by;
2. lim a, = lim b, = a.
n—oo n—oo

Potom postupnost {c,}5°, je konvergentnd a lim ¢, = a.
n—o0

Doékaz. Podla definicie pre Tubovolné € > 0 existuju ¢isla ny, ngz také, Ze plati

la, —a| <e previetky n >ng, n €N
(2.10)
|b, —a|] <e pre vietky n > ng, n€ N.

Zoberme ny = max{ny, ng, ng}. Vzhladom na predpoklad vety a vztahy (2.10)
pre vietky n > ng, n € Nplati a —¢ < a, < ¢, < b, < a+ ¢ odkial |c, —a| < ¢, t.j.

lim ¢, = a. O
n—oo

Priklad 2.3.2. Dokazme, Ze pre a > 1 je lim a = 1.
n—oo

Riesenie. KedZze a > 1, potom /a > 1. Ozna¢me a,, = /a —1 > 0, potom {/a = a,, + 1.

Pouzitim binomickej vety dostaneme
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a teda

a a a
0<a,<—, tj. 0<Va—1<—, resp. 1< Ja<1l+ —.
n n n

Postupnosti {1}52,, {1 + %}:;1 st konvergentné a obidve konverguji ku 1. Pouzitim

vety 2.3.1| dostavame lim /a = 1. O

n—o0

Priklad 2.3.3. Nech plati a,, > —1 pre kazdé n € N a lim a,, = 0. Dokazme, Ze potom

n—oo
lim /1+a, =1, keN.
n—oo
Riesenie. Dokazeme, Ze
1—|a,| < V1+a, <1+]a,, neNkeN. (2.11)

Ak a, > 0, potom 1 < ¥/1+a, < /(1+a,)f =1+a, =14 |a,|.
Ak —1<a, <0,potom 1 > ¥/1+a, > /(14+a,)f =1+a, =1—l|a,|
Nerovnost (2.11]) plati a z nej pouzitim vety dostéavame tvrdenie. O

Veta 2.3.4. Nech lim a, = a, lim b, = b, pricom a < b. Potom existuje cislo ng také,
n—oo n—oo

Ze pre vSetky n > ng, n € N plati a,, < b,.
Doékaz. Zoberme v definicii limity ¢ = £(b— a) > 0. Potom existuju ¢isla ny, ny tak, ze

a—¢e<a,<a+e prevsetky n>ny, n €N, (2.12)

b—e<b, <b+e prevsetky n>ny, neN. (2.13)

Nech ny = max{ni,ny}. Potom pre vietky n > ng, n € N platia (2.12)) a (2.13), odkial
a, <a+e=b—2c<b—e<b, atedaa, <b, pre vietky n > ng, n € N. O

Veta 2.3.5. Nech lim a, = a, lim b, = b a existuje cislo ny také, Ze pre vsetky n > nq,
n—oo n—oo

n € N plati a,, <b,. Potom je a <b.
Dokaz. Vetu dokdzeme sporom. Predpokladajme, Ze a > b. Podla vety potom plati,
ze existuje ¢islo ny také, ze pre vietky n > no, n € N plati a,, > b,,. Pre n > max{ny,no}

plati a,, > b, a podla predpokladu vety je a, < b,, ¢o je spor. O
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Veta hovori, ze limitny prechod zachovava neostru nerovnost, t.j. ak plati neostra
nerovnost medzi odpovedajicimi ¢lenmi postupnosti, t4 ist4 nerovnost plati aj pre ich li-
mity. Ostra nerovnost sa vo vSeobecnosti limitnym prechodom nemusi zachovat. Napriklad
nech a,, = 1—1—%, b, = 1—%, n € N. Platia, > b, pre vSetkyn € Na lim a, =1 = lim b,.

n—oo n—oo

Nasledujtice vety sa zaoberaju algebraickymi operaciami s konvergentnymi postupnos-

tami.

Veta 2.3.6. Nech lim a, = a a lim b, = b. Potom:

n—oo n—oo
a) lim (a, +b,) =a+b;
n—oo
b) lim (a,-b,) =a-b;
n—oo

c) lim
n—oo

= = ¢ za podmienky, Ze b # 0.

Doékaz. a) Nech ¢ je Iubovolné kladné ¢islo, potom aj £ > 0. Podla predpokladu vety

N

existuju ¢isla nq, ny také, ze

6 v
la, —a| < = prevsetky n >n;, neN a
2 (2.14)
b, —a| < e pre vietky n > ny, n € N,
Polozme ny = max{n,ny}. Pre kazdé n > ny platia obidve nerovnosti v (2.14]) a dosta-
neme
5

5~ ¢

(@ +bn) = (@40 = (an = @) + (b = )] < Jan — al + |bu = b] < - +

pre vSetky n > ng, n € N ¢o znamena, ze plati a).
b) KedZze postupnost {b,}>°, je konvergentna podla vety je ohranicena. Teda
existuje ¢ > 0 také, ze pre vetky n € N plati |b,| < c. Polozme K = max{c, |a|}

a upravimne

\anb, — ab|l = |(a, — a)b, + (b, — b)a| < |by||an — al + b, — bl]a] < (2.15)
< K(|a, — al + |b, — b]).

Nech ¢ je TubovoIné kladné ¢islo, potom aj 3% je kladné ¢islo. Podla predpokladu vety

existuju ¢isla ny, ny také, ze

5
la, —a| < 5k Pre vsetky n > ny, n € N
5

2K

(2.16)

a |b,—al < pre vietky n > ny, n € N.
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Polozme ny = max{nj,ns}. To znamena, Ze pre kazdé ¢ > 0 existuje ¢islo ng také, ze
pre vietky n > ng, n € N plati (2.15)), (2.16) a teda |a,b, — ab| < . Tym sme dokazali,
Ze plati b).

¢) Postupnost {‘;—"}Zil mozeme chapat ako stéin postupnosti {an}gozl,{bi}le. Vzhla-
dom na pripad b) stac¢i dokazat, ze nlggo % = % Kedze b # 0 je |b| > 0 a k nemu, podla

predpokladu predpokladu vety, existuje ¢islo n; také, ze pre vsetky n > ny, n € N plati
b, — b < 3 |b], odkial dostaneme
1 1
|b| = [0 — (b—b,)| > 1b] — |b—b,| > |b] — 5 |b] = 3 |b| >0 pre n>n;. (2.17)
To znamena, ze b, # 0 pre n > n; a vyraz i ma zmysel. Pre n > ny, n € N je podla
(2.17))

(2.18)

1 1 |b — by b, — 0]
N <

bo b bal [0 T S [BJ2
Nech ¢ je Tubovolné kladné ¢islo, potom aj 1’275 je kladné ¢islo a podla, predpokladu vety,

k nemu existuje ¢islo ny také, ze

bie
pre v8etky n > no, n € N plati |b, — b| < - (2.19)
Polozme ny = max{ny,ny}. Podla (2.18)), (2.19) potom pre vietky n > ng, n € N plati
bi — %| < g, ¢o znamena, ze lim bi = % Pouzitim tejto vlastnosti a vlastnosti b)
n n—oo "
dostaneme
i = i o = Jim i g =g =
]
Désledok 2.3.7. [vety [2.3.6]
1. Ak lim a, =a a c € R, potom lim ca, = ca.
n—o00 n—00
2. Ak lim a, = a, lim b, = b, potom lim (a, — b,) = a — b.
n—oo n—o0 n—oo
3. Ak lim a, = a, k € N, potom lim af = aF.
n—00 n—00

Priklad 2.3.8. Najdime:
a) lim 22=1 b) lim (V2 +5—+vn2+3), ¢ lim ¢a,0<a<1.
n—oo

24
noo M4 N—00

Riesenie. a) Kedze n?> —4 > 0 pre n > 2 méa dany zlomok zmysel pre n > 3. Citatel
zlomku nema limitu (nie je zhora ohraniceny), analogicky nemé limitu menovatel zlomku.

Upravme tento zlomok
2n? —1 _2- L

n?2—4  1- 4%
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Na takto upraveny zlomok mozeme pouzit vetu [2.3.6] a jej dosledok.

. . 1
m2 _ 1 9 _ 1 11m2—11mm 2_0
lim =~ = lim — o _noe mooel —9
n—soo N2 —4 nool— 5 lm1l—1lm=S 1-—0
n N—00 n—oo "

b) Upravme najprv dany vyraz

2 5 — 2_3 2
(VR?2+5—vn?+3) = n2+ n - = L .

Pouzitim prikladu a vety dostaneme

I 245 -Vn243)=—"=0.
Jim (Vi?+0=Vit+3) = 75

¢) Z prikladu [2.3.2 vieme, Ze lim /a = 1 pre a > 1. Polozme b = é Pre0<a<1
n—oo

je b > 1 a teda nh_}rrolo /b = 1. Z vlastnosti mocnin /a = { % = Z\/TZ = % Pouzitim
vety [2.3.6) dostaneme lim /a = —% 7 = =1 O

lim
n—»00 o

V $pecialnom pripade pre limitu stcinu plati

Veta 2.3.9. Nech lim a, = 0 a postupnost {b,}>> | je ohranicend. Potom

n—oo .
,}E&(anbn) = 0.

Dokaz. Postupnost {b,}22 , je ohrani¢end, to znamena existuje ¢islo ¢ > 0 také, ze
pre vietky n € N plati |b,| < c.

Dalej lim a,, = 0. Podl'a definicie limity k Iubovolnému & > 0, potom aj k £ > 0 existuje
n—oo
¢islo ng také, ze

€
pre vetkyn € N,n > ng plati |a,| < —.
c

Teda pre vsetky n > ng, n € N plati

€ v 4 .
\anby, — 0] = |a,b,| < o c=¢, Coznameni nh_}r{)lo anb, = 0. O

Priklad 2.3.10. Vypocitajme lim %ﬁ
n—oo

Riesenie. Postupnost {%}20:1 konverguje k nule, postupnost {?/5}:;1 je ohranicena,

pre kazdé n € N plati 0 < /2 < 2. Vzhladom na vetu [2.3.9 potom lim %ﬁ =0. m

n—o0
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Dékazy nasledujicich viet prenechéavame ¢itatelovi.

Veta 2.3.11. Ak lim a, = a, potom lim |a,| = |al.
n— o0 n—oo

Uvedomme si, ze veta [2.3.11] sa nedé obratit, ako ukazuje priklad:
lim [(—1)"] =1 ale lim (—1)" neexistuje.
n—oo n—o0
V pripade, ze lim a,, = 0 plati veta:
n—oo

Veta 2.3.12. lim a, = 0 prdve vtedy, ak lim |a,| = 0.
n—00 n—oo
Cvicenie
1. Nech postupnost {a, }>°, konverguje, {b,}>2 , diverguje. Co mozeme povedat o kon-
vergencii postupnosti {a, + b, }02, {an - b, }22,? Uved'te priklady.
2. Nech postupnosti {a, }°,, {b,}2, divergujiu. Moézeme tvrdit, ze postupnosti
{an + 0,322, {an - b,}52, diverguju? Uvedte priklady.
3. Dokazte. Ak dve z postupnosti {a,}7>, {b,}0,, {a, + b,}52, konverguju potom
konverguju vSetky tri postupnosti.

4. Vypocitajte lim a,, ak:
n—oo

_ (Bn+2)*=(n—-3)* . _ 142+44n . _ n! .
a) ap = n213)2 1 (n2 112 b) a, = nZ v C) n = GiiTal o

_ VnZtn . _ 240" — (=243
d) a, = por el e) ap = = ——; ) a, = T

5. Dokazte, ze:
a)glrgof/ﬁzl; b)T}Lrglog—::O; ¢) lim £ =0, a > 0.
6. Vypocitajte lim a,, ak:
n—oo

a) a, = V3" +2" ; b) a, = ,"/5::51 : ¢) a, = (%)"

2.4 Nevlastna limita

Postupnosti {nz}zo:l, {—\/ﬁ}zo:l, {(—1)"71}2021, {a,}2,, kde ag,, 1 = n, ag, = %, n €N,
st divergentné, pretoze nie st ohranic¢ené. Niektoré z divergentnych postupnosti vsak maja
vlastnost, Ze s rasticim indexom n ¢leny postupnosti neohranicene rasti, resp. klesaju.
Napr. postupnosti {nQ}ZO:l resp. {—\/ﬁ }:;1. Vidime, zZe tieto postupnosti st konvergentné
v tom zmysle, Ze so zvic¢Sovanim indexu dochadza k priblizovaniu ¢lenov postupnosti
{n2}:):1 k nevlastnému ¢islu +o00, a ¢lenov postupnosti {—\/ﬁ}:;l k nevlastnému ¢islu

—o00. Vyslovme preto tito definiciu.
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Definicia 2.4.1. Hovorime, Ze postupnost {a,}>°; ma nevlastni limitu +oo, ak
pre kazdé ¢islo A existuje ¢islo ng také, Ze pre vSetky n > ng, n € N plati a,, > A.
Oznacujeme lim a, = oo.
n—oo

Hovorime, Ze postupnost {a,}>2; ma nevlastna limitu —oco, ak

pre kazdé ¢islo A existuje ¢islo ng také, ze pre vsetky n > ng, n € N plati a,, < A.

Oznacujeme lim a, = —oo.
n—oo
Priklad 2.4.2. Dokazme, Ze lim (—y/n) = —oc.

n—o0

Riesenie. Nech A je Tubovolné ¢islo. Ak A > 0, potom nerovnost —/n < A plati pre vset-

ky n € N. Ak A < 0, tipravou nerovnosti —/n < A dostaneme n > (—A)?%. Polozme ny =

(—A)2. Potom pre vietky n > ng, n € N plati —/n < A, ¢o znamen4, Ze lim (—y/n) =
n—oo

—00. O

Uvedieme niekol'ko viet o nevlastnych limitach, ktoré st uzitoéné pre pocitanie limit.

Veta 2.4.3. Nech lim |a,| = oco. Potom lim -+ = 0.
n—oo

n—oo "
Doékaz. Podla definicie ku kazdému A a teda aj ku A = 1 existuje ¢islo n; také, ze
pre vetky n > ny, n € N plati |a,| > A =1 > 0, ¢o znamena, Ze ai existuje pre vsetky
n>nj.

Nech ¢ je Tubovolné kladné ¢islo. Potom pre A = % existuje no také, ze
. ) 1
pre vietky n > ng, n € N plati |a,| > A= —.
€

Polozme ng = max{nj,ny}. Posledna nerovnost plati pre vietky n > ng a teda

1

Qn

< e pre vetky n > ng, n € N,

¢o znamené, ze lim -+ = 0. O

n—oo 4n

Veta 2.4.4. Nech lim a, = oo a existuje ¢islo nq také, Ze pre vsetky n > ny, n € N plati
n—o0

an <b,. Potom lim b, = oco.
n—oo

Dokaz. Nech A je Tubovolné ¢&islo. Kedze lim a,, = oo, podla definicie 2.4.1 k nemu
n—oo

existuje ¢islo ny také, ze

VYn>ng, n € N = a, > A.
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Polozme ng = max{n;,ny}. Vzhladom na predpoklady vety dostavame
VYn>nyg, n € N = b, >a, > A,

¢o znamena, ze lim b, = oo. O
n—oo

Priklad 2.4.5. Dokazme, ze plati
00 ak a>1
lim a" = (1 ak a=1
n—o0
0 ak ae€ (—1;1).
Riesenie. Pripady a =0, a = 1 su trivialne.

Nech a > 1. Polozme h = a — 1, potom h > 0, a = h + 1. Pouzitim binomickej vety

a”:(1+h)”:Z(Z)hk>1+nh.

k=0

dostaneme

Kedze lim (14 nh) = 0o je aj lim a" = oo (veta [2.4.4)).
n—oo n—oo

Nech teraz 0 < |a| < 1. Ozna¢me b = 1/|a|. Potom b > 1 a podla predchadzajiceho

pripadu lim b" = oco. Pouzitim vety [2.4.3| dostaneme lim bin =0 a plati
n—oo n—oo

1
0= lim e lim |a|" = lim |a"|. Podla vety 2.3.12]je lim a" = 0.
n—00 n—00 n—00

n—oo P

Veta 2.4.6. Nech lim a, = co a postupnost {b,}>2 | je zdola ohranicend. Potom
n—oo

lim (a,, + b,) = 0.
n—oo
Dékaz. Nech A je Tubovolné ¢islo. Postupnost {b,}>; je zdola ohranic¢end, to znamena,
ze
dJKeR YneN = b, > K. (2.20)

Podla predpokladu lim a, = oo to znamené, Zze ku kazdému ¢islu A’ a teda aj pre A" >
n—oo

A — K existuje ¢islo ng také, ze
In>ng, neN = qa, > A" (2.21)
Spojenim a mame
VAR Ing€R Yn>ng, n€N = a, +b, > A+ K > A,

t.j. lim (a, + b,) = 0. O
n—oo



2 Postupnost cisel 72

Priklad 2.4.7. Vypocitajme lim (n + nQLH)
n—oo

Riesenie. Postupnost {n/(n*> 4+ 1)}>°  je ohrani¢ena zdola (n/(n? + 1) > 0 pre vietky
n=1

n € N), lim n = oo. Podla vety [2.4.6[ je lim (n + nQLH) = 0. O
n—oo n—oo
Veta 2.4.8. Nech lim a, = oo a existuju cisla ny, K > 0 také, Ze pre vsetky n > nq,
n—oo
n € N plati b, > K > 0. Potom lim a,b, = .
n—oo

Dokaz. Nech A je Tubovolné kladné ¢islo. Kedze lim a,, = oo, ku kazdému ¢islu A’, teda
n—oo

aj pre A’ > A/K existuje ¢islo ny také, ze

Yn>ng, n€N = q, > A'.
Polozme ng = max{ny, ny}. Vzhladom na predpoklad vety z posledného vztahu dostaneme

Vn >ng, n €N = ayb, > AK > A,
t.j. lim a,b, = oco. O]
n—oo

Priklad 2.4.9. Vypocitajme lim n*(n + 1).
n—o0

Riesenie. Postupnost {n + 1)}>2, je zdola ohranicena ¢islom 1 (n + 1 > 1 pre vSetky

n € N), lim n? = co. Podla vety [2.4.8je lim n%*(n+ 1) = occ. O

V dalsom texte pod slovom ,limita‘ budeme vzdy rozumiet limitu v zmysle defini-
cie 2.1.4] Tejto limite sa hovori vlastna limita. Ked budeme priptastat aj nevlastna
limitu pripomenieme to zvlast. Podobne oznacenie ,konvergentna postupnost® budeme
pouzivat len pre postupnosti, ktoré maja vlastna limitu.

Z vlastnosti postupnosti, ktoré sme doteraz uviedli, je zrejmé, ze pre lubovolnu postup-
nost {a, }°°,; moézu nastat len tieto pripady:

1. existuje vlastna limita lim a, ;
n—oo
2. lim a, = 400 ;
n—oo
3. lim a, = —00;
n—oo

4. neexistuje ani vlastné ani nevlastna limita.
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Cvicenie
1. Vypocitajte: lim ”%—_’Sl ; lin;o(n +(—=1)") ; lim (n* — 2n3 + 3)
3_ (2041
hm (n n*+4); lggo(”ﬂ)
2. Pouzitim deﬁmcle [2.4.1] dokazte, ze:
2
1
lim (n® + 1) = lim 22— .

3. Nech lim a, = oo, lim b, = b > —o0, potom lim (an + b,) = co. Dokazte!
n—oo n—

4. Nech lim a, = oo, hm b, = b > 0, potom hm (anbn) = 00. Dokazte!

n—oo n—oo
5. Sformulujte a dokazte analogické tvrdenia k vetam 12.4.4] 2.4.0) [2.4.§| a vetdm v cvi-

¢eniach 3. a 4. v pripade, ak lim a, = —o0.
n—oo

2.5 Monoténne postupnosti

Monoténne postupnosti tvoria Specialnu triedu postupnosti. V tejto ¢asti nas budua zauji-
mat vlastnosti tychto postupnosti spojené s konvergenciou. Mali sme uz vetu (veta 2.2.6),
ktora hovorila, ze kazda konvergentna postupnost je ohrani¢ené. Ukézali sme, Ze obratena
veta k nej neplati. Vznikd otazka, ¢i sa neda dokazat obratena veta pre nejakd triedu

postupnosti. UkédZeme, Ze touto triedou st monoténne postupnosti.

Definicia 2.5.1. Postupnost {a,}>2; nazyvame rastiicou (resp. neklesajicou), ak
pre kazdé n € N plati a, 11 > a, (apt1 > ay).

Postupnost {a,}>° , nazyvame klesajicou (resp. nerasticou), ak pre kazdé n € N
plati a,1 < an (apy1 < ayp).

Postupnost nerasticu alebo neklesajicu nazyvame monoténna postupnost. Postup-

nost rastucu alebo klesajucu nazyvame rydzomonoténna postupnost.

Z definicie je zrejmé, ze kazda rastuca (klesajica) postupnost je neklesajtca (neratica),
ale nie naopak. Postupnost, ktoré nie je rastiica nemusi byt este nerasttica. Napr. postup-
nost {a,}32,, kde as,—1 = 5=, as, = 55, n € N nie je ani rastica ani klesajica, nie je
monotoénna.

Prv nez uvedieme vety o limitdch monoténnych postupnosti potrebujeme definovat

pojmy infimum a supremum postupnosti.

Definicia 2.5.2. Infimom (supremom) postupnosti {a, }°°; nazyvame infimum (sup-

remum) mnoziny ¢lenov postupnosti {a, }>°, a oznacujeme ho mf ay, (Sup ay).
eN neN



2 Postupnost cisel 74

Vzhladom na vlastnosti infima a suprema mnoziny (axioma Cs a veta plati:
a) ¢islo a je supremom postupnosti {a, }>°,, ak ma vlastnosti:
(i) pre vsetky n € N plati a, < a ;
(ii) pre kazdé ¢islo € > 0 existuje ¢len postupnosti a,, taky, ze a — e < ay,,
b) ¢islo b je infimom postupnosti {a,}22 ;, ak mé vlastnosti:
1. pre vSetky n € N plati a, > 0 ;

2. pre kazdé ¢islo € > 0 existuje ¢len postupnosti a,, taky, ze a,, <b+ec.

Veta 2.5.3. Nech postupnost {a,}>2, je neklesajica. Potom plati:

1. ak nie je zhora ohranicend, tak lim a, = oo,
n—oo

2. ak je zhora ohranicend, tak lim a, = sup a,.
n—0o0 neN

Dékaz. 1. Nech postupnost {a, }°; nie je zhora ohranifend, to znamena, ze ku kazdému
¢islu A existuje ng € N také, ze a,, > A. KedZe postupnost {a,, }>2 ; neklesa, tak pre vetky
n > ng plati a,, > a,, a teda a,, > A. To znamen4, ze lim a,, = oo.

n—oo

2. Nech postupnost {a,}22, je zhora ohrani¢ena. To znamena, Ze je zhora ohranicena

mnozina ¢lenov tejto postupnosti a podla axiomy Cs existuje supremum tejto mnoziny,

ozna¢me ho a a podla definicie2.5.2|a = sup a,, a méa vlastnosti (i), (ii). KedZe postupnost
neN
{a,}22, je neklesajuca, tak pre vsetky n > ng je a, > an,. Z (i), (ii) potom vyplyva, ze

pre kazdé ¢islo € > 0 existuje ¢islo ng také, Ze pre vSetky n > ng plati a — ¢ < a,, < a, <

a<a+e, tj. |a, —al <e o znamend, ze {a,}>, = a = supa,. O
neN

Analogicky sa dokize veta

Veta 2.5.4. Nech postupnost {a,}>° | je nerastica. Potom plati:

1. ak nie je zdola ohranicend, tak lim a, = —oo,
n—o0
2. ak je zdola ohranicend, tak lim a, = inf a,.
n—00 neN

Z tychto viet a vety vyplyva veta

Veta 2.5.5. Monotdnna postupnost je konvergentnd prdve vtedy, ked je ohranicend.

Vyznam tychto viet je v tom, ze pomdzu rozhodnit o konvergencii postupnosti, aj ked
nepozname limitu tejto postupnosti. Vzhladom na to, Ze konecny pocet ¢lenov nerozho-
duje o konvergencii postupnosti, vety az ostavaju v platnosti aj pre postupnosti

monotoénne, po¢nuc niektorym c¢lenom.
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Priklad 2.5.6. Dokazme, Ze postupnost {(1 + %)”}Zozl je konvergentna.

Riesenie. UkaZeme, Ze tato postupnost je rastiica a ohranic¢end zhora. Pouzitim binomickej

vety rozpiSeme n-ty ¢len

T B (== P
1—%)...(1—k;1), (2.22)

n+1
1 1 2 kE—1
ni1 =1 —|1- 1— (1= : 2.23
(i1 +;k!( n+1>< n—l—l) ( n—l—l) (223)

Vsetky cleny v suctoch (2.22) a (2.23) su kladné, pricom kazdy scitanec v sucte ([2.23)
je vacsi ako odpovedajuci séitanec v sucte ([2.22)), pretoze

potom

1—T<1—L pre kazdé m=1,2,...,n—1
n n—+1

a pocet s¢itancov vo vyraze (2.23) je o jedno vacsi ako vo vyraze (2.22)). Preto a, < a,41
pre kazdé n € N, t.j. postupnost je rastica. Okrem toho, kedze 0 < 1 — 2 < 1 pre m =
1,2,...,n—1, z rovnosti (2.22)) dostaneme

1
k=1

Pretoze % < 2;%1 pre k € N, pouzitim vzorca pre sicet geometrického radu dostaneme

a”<1+22k—1:1+ 1-1 :3_2n—1’
k=1 2

odkial a, = (1 + %)n > 3 pre vSetky n € N.

Kedze vSetky s¢itance vo vyraze (2.22)) st kladné, dostaneme odhad

1 n
Gy = (1+—) > 2 pre vsetky n € N.
n
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Ukézali sme, Ze postupnost {(1 + }L)”}Zozl je rastuca, ohrani¢ena a na zaklade vety |2.5.3

existuje jej limita. Tto limitu oznac¢ujeme pismenom e

. 1\"
lim (1 + —) =e. O
n— 00 n
Cislo e je iracionalne c¢islo, je zédkladom prirodzeného logaritmu a mé& v matematike
vyznamnu tlohu. Jeho priblizna hodnota je e = 2, 718281828459045.

Priklad 2.5.7. Dokazme, ze pre kazdé n € N plati

1 n 1 n+1
(1+—) <e<(1+—) .
n n

Riesenie. Postupnost {a,}32,, a, = (1+ 1)" je rasttca a lim a, = e. Podla vety [2.5.3
n—oo
a definicie suprema je a,, < a,1+1 < e pre kazdé n € N. Polozme

bn _ (1 + %)n+1‘

' ' 1 n+1 . 1 n 1
lim b, = lim ( 1+ — =lim(1+—-) - (1+—)=e
n—00 n—00 n n—0o0 n n

Ak dokazeme, 7ze postupnost {b,}2, je klesajuca, bude e < b,41 < b, podla vety

)n+1 > (1—|—%+1)n+2

a definicie infima. Mame teda dokazat, ze b,.1 < by, t.j. (1 +%

9

pre kazdé n € N. Tato nerovnost plati prave vtedy, ak plati

n+1 n+1 n_'_2 n+2 . Tl—|—1 n+2 Tl—|—2 n+2 n+1
> , t.]. > .
n n+1 n n+1 n

n+2
Upravme poslednii nerovnost (%) > 1+ %, odkial

1+ 1 n+2>1+1
n(n+ 2) n

Pre h > 0, k > 1, k-celé ¢islo je (1 + h)¥ > 1 + kh. Lava strana poslednej nerovnosti

je vicsia nez 14+ (n +2) - — = 14+ 1. Tym je posledna nerovnost dokazana, takze
J n(n+2) n Yy J

postupnost {b,}22; je klesajuca a teda plati a, < a1 < e < by < b, pre kazdé
n € N. O

Cvicenie

1. Zostrojte postupnost, ktora nenadobtda ani inf a,,, ani sup a,.
neN neN
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2. Dokazte, ze ak lim a,, = oo, potom postupnost {a,}>°, nadobuda svoje infimum.
n—oo

3. Dokazte, ze konvergentna postupnost {a,}5°; nadobuda aspon jedno z ¢isel inI{] Qs
ne

sup a,, t.j. existuje index k taky, ze ar = in]fv a, alebo existuje index p taky, ze
eN ne
?Lp = Sup ay.
neN
4. Dokazte, ze nasledujice postupnosti {a,}22; st konvergentné.

(1—-)(1—-) (1—2%); b) an = gy + g T+ g
1
PR

— _ an—1
d)a; =0, a, = E—

C) a; =

2.6 Vybrané postupnosti

Ked v postupnosti vynechame kone¢ny pocet ¢lenov nezmeni sa konvergencia tejto po-
stupnosti. Teraz nas bude zaujimat, ¢o sa stane s postupnostou, ak v nej vynechdme
nekonec¢ny pocet ¢lenov tak, aby ostal nekoneény pocet ¢lenov postupnosti. Definujme

presne tento proces vyberu.

Definicia 2.6.1. Nech je dana postupnost {a,}>°; a rastiica postupnost prirodzenych
¢isel {ny}32,. Postupnost {a,,}32,; budeme nazyvat vybranou postupnostou z pos-

tupnosti {a,}°°, pomocou postupnosti {ny}> ;.

Priklad 2.6.2. a) Postupnost {1,3,5,...,2n —1,... }, postupnost neparnych ¢isel je vy-
brana postupnost z postupnosti prirodzenych ¢isel {n}22 ;, ale postupnost {3,5,1,9,1...}
uz nie je vybrané postupnost z postupnosti vSetkych prirodzenych ¢isel. Vybrana postup-
nost musi zachovat néaslednost ¢lenov pévodnej postupnosti, ako to plynie z definicie.

b) Nech {a,}22, = {(=1)"}22,, {ne}2, = {2k}2,. Potom postupnost {1}, je vy-
brana postupnost z postupnosti {(—1)"}5°;.

Poznamka. Kedze vyberajica postupnost {n};, je rastiica postupnost, tak plati

ng > k pre kazdé k € N a preto ny — oo pre k — oo.

Veta 2.6.3. Ak postupnost {a,}2, md vlastni alebo nevlastni limitu, potom kaZdd z nej

vybrand postupnost md ti isti limitu.

Dokaz. 1. Nech lim a, = oo. Podla definicie 2.4.1| pre kazdé ¢islo A existuje ¢islo ng
n—oo

také, ze pre vSetky n > ng, n € N plati a,, > A. Nech {n;};2, je Tubovolna vyberajica

postupnost. Vyberajtca postupnost je rastiica a preto pre k > ng, k € N je ng, > k > nyg

a teda a,, > A pre vietky k£ > ng, ¢o znamena, ze lim a,, = oo.
k—o00
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2. Nech lim a, = a, to znamené, ze pre kazdé ¢islo € > 0 existuje ¢islo ng také, ze
n—r0o0

pre vietky n >ngy plati |a, —a| <e. (2.24)

Nech {n;}72, je lubovolna vyberajica postupnost, potom pre k > ng, k € N je ny > ng
a zo vztahu (2.24) mame

lan, —a| <e pre vietky k > ng, ¢o znamena khﬁrgo A, = Q. O

Priklad 2.6.4. Dokadzme, ze lim a" neexistuje pre a < —1.
n—oo

Riesenie. Ak by tato limita existovala, potom kazda vybrand postupnost musi mat ta
istt limitu. Zoberme dve vyberajtice postupnosti {2k}, {2k + 1}32;.
Nech ny = 2k, potom vybrané postupnost {a?*}2°, = {(a*)¥}?2,, a®> > 1 m4 nevlastnt

limitu +oo (priklad [2.4.4)).

Nech nj, = 2k + 1, potom vybrana postupnost {a**1}2 = {a(a?)*}5°,, m4 nevlastni

F = o0).

limitu —oo (lebo a < 0, lim a?
k—o0
Ked7Ze tieto vybrané postupnosti majt rozne limity, limita postupnosti {a"}22,, a < —1

neexistuje. O

Priklad 2.6.5. Zistime, ¢i konverguje postupnost {a,}>° , dané rekurentne

1 a
a; =1, an+1:§ an+a— , a>0.

2
Riesenie. Pre kazdé x € R, x > 0 plati <\/_ — %) > 0, odkial dostaneme nerovnost

3(145)2va
Z tejto nerovnosti vyplyva, ze a, > +/a pre kazdé n = 2,3,..., ¢o znamena, Ze postup-
nost {a,}o>, je zdola ohranic¢ena. Pouzitim tohto odhadu pre a, vySetrime monotoénnost
zadanej postupnosti

o= o 2) <5 o) =S <o =

pre vsetky n > 2, n € N. Ukazali sme, Ze postupnost {a,}°, je nerastica, zdola ohra-

nic¢end a teda na zéklade vety [2.5.4] existuje ¢islo o = lim a, a podla vety [2.6.3] aj
n—oo

lim a,.; = a. Vo vztahu, ktorym je dana postupnost, moézeme urobit limitny prechod

n—oo
1 1 1
lim a,.; == | lim a, + — a ,odkial a=—-[(a+ — ).
n—00 2 \ n—>oo lim (07% 2 «

n—oo
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RieSenim tejto rovnice dostaneme o = ++/a. Kedze pre vSetky n > 2 je a, > +/a,
na zaklade vety dostavame o = +/a. O

Dokazali sme uz (veta [2.2.6] ze kazdé& konvergentna postupnost je ohrani¢ena. Postup-
nost {(—1)"}>2, je ohranicena, ale nie je konvergentna. Daju sa vSak z nej vybrat dve
postupnosti {(~1)%}12, = {112, {(~1)% 1}, = {~1}%2,, ktoré st konvergentad.
Vzniké otézka, ¢i z kazdej ohranic¢enej postupnosti sa dé vybrat konvergentné postupnost.

K odpovedi na tuto otdzku potrebujeme nasledujticu vetu.

Veta 2.6.6. [Cantorov princip vlozenych intervalov] E|
Nech pre intervaly (aq,b1), (az,ba), ..., (an,byn), ... plati

a)(ani1,bpy1) C (an, by)pren =1,2,3,..., (2.25)
b) lim (b, — a,) = 0. (2.26)
n—oo

Potom existuje jediné ¢islo ¢ také, ze ¢ € {(a,,b,) pren=1,2,3,....

Doékaz. a) Existencia ¢isla c. Z podmienky vyplyva, Ze postupnost I'avych koncovych
bodov intervalov {a, }%, je neklesajica, zhora ohrani¢ené a podla axiémy o supreme Cj
existuje sup a,, = ¢, pricom a, < ¢ < b, pre vsetky n € N.

b) J ed;f)inaénosﬁ. Nech existuju dve rozne ¢isla ¢, ¢, pre ktoré ¢ € {(a,,b,), ¢ € (a,,by)
pre vietky n € N. Kedze ¢ # ¢ je bud ¢ < ¢ alebo ¢ > ¢’. Nech, napr. ¢ < ¢. Potom
a, < c<cd <b, pre kazdé n € N, odkial b, —a, > ¢ —c = a > 0 pre vietky n € N, ¢o
je v spore s predpokladom . Teda o =0, t.j. ¢ =c. m

Veta 2.6.7. [BolzanovafWeierstrassova]ﬂ Ak postupnost je ohranicené, potom existuje

z nej vybrané konvergentné postupnost.

Dékaz. Nech {z,}5°, je ohrani¢end postupnost. Potom vSetky ¢leny postupnosti patria

nejakému intervalu, t.j. existuju ¢isla a, b také, ze
a, € {(a,b), pre vsetky n € N.

Zoberme interval (a,b) a rozdelme ho bodom d na dve rovnakeé ¢asti. Potom aspon jeden

z intervalov (a, d), (d,b) obsahuje nekonecne vela ¢lenov postupnosti {z,}>2 ;. Ak obidva

2Georg Cantor (1845-1918) — nemecky matematik, zakladatel teérie mnozin
3Bernard Bolzano (1781-1848) — ¢esky matematik, filozof a logik.

Karol Theodor Weierstrass (1815-1897) — nemecky matematik, ¢len Berlinskej akadémie vied.
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intervaly obsahuji nekone¢ne vela ¢lenov postupnosti {x,, }52 ; zoberieme jeden z nich. Vy-
brany interval, ktory obsahuje nekone¢ne vela ¢lenov danej postupnosti ozna¢me (aq, by)
a jeho dl7ka je rovna by — a; = b’Ta

Rozdelme interval (aq,b;) na dve rovnaké ¢asti a z dvoch vzniklych intervalov sposo-
bom opisanym vysSie vyberieme ten, ktory obsahuje nekone¢ne vela ¢lenov postupnosti
{z,}5°, a oznacme ho (asy, by).

Pokra¢ujtc v tomto procese dostaneme postupnost intervalov (a,, b,) takych, ze:

1. (a1,b1) D (ag,ba) D -+ D {an,by) D ...

2. bn—an:l’;—n“%()pren%oo.

Na zéklade vety existuje jediny bod c taky, ze ¢ € (an, b,) pre vietky n € N.

Teraz ukazeme, ze existuje vybrana postupnost {z,, }7°,, ktora konverguje ku c. Kedze
interval (aq, b;) obsahuje nekone¢ne vela ¢lenov postupnosti {z,}°°,, tak existuje n; € N
také, ze x,, € (a1, by). Interval (ag,by) obsahuje tiez nekonecne vela ¢lenov postupnosti
{z,}5°,, preto existuje ny € N také, ze x,, € (as, by) a ny > ny. Takto pokrac¢ujic dosta-
neme, ze pre kazdé k € N existuje ny € N také, ze x,, € (ag, bg) a ng < ng < -+ < ng.

To znamen4, Ze existuje vybranéd postupnost {z,, }32, taka, ze
ar, < x,, <bp prekazdé ke N.

Body ¢, z,, patria intervalu (ay, by), tak pre ich vzdialenost plati

—a
2k 7

|z, — | <bg —ar = ke N.

Postupnost {2%}:;1 konverguje k nule a tak z poslednej nerovnosti dostavame, ze z,, — ¢

pre k — oc. N
Pomocou definicie neohrani¢enej postupnosti ¢itatel Tahko sam dokaze vetu

Veta 2.6.8. Z kaZdej neohranicenej postupnosti sa da vybrat postupnost, ktord md ne-

vlastni limitu.

Cvicenie

1. Zistite, ¢i postupnost {a,}>2; je konvergentna a najdite jej limitu, ak:

a) a1 =2, a3 = /2 ﬂ,...,an:\/2+\/2+---+\/§.

b) a, < qan_1,a, >0pren=1,2,3,...,0<qg<1.
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c) ag=a, a1 =a,(2—a,),n=12...,0<a<l1.
d) a1 =a,ap,:1=1-a2,n=123,...,0<a<1
e) a1:a7a‘2:b7an:%,n:3,4,5,....

2. Dokazte, ze monoténna postupnost je konvergentna, ak konverguje niektora jej vy-

brané postupnost.

2.7 Fundamentalne postupnosti

Definicia konvergentnej postupnosti je spojena s limitou tejto postupnosti, t.j. s ¢islom a

(= lim a,). UkdZeme, Ze o konvergencii postupnosti mozno rozhodnut aj bez udania ¢isla
n—oo

a.

Definicia 2.7.1. Postupnost {a, }°°; nazyvame fundamentalnou (alebo cauchyovskou),

ak vyhovuje podmienke: pre kazdé ¢islo € > 0 existuje ¢islo ng také, ze pre kazdé n > ny,

n € N a pre kazdé m > ng, m € N plati nerovnost |a, — a,,| < €.

Veta 2.7.2. [Cauchyh(ﬁ»Bolzanovo kritérium konvergencie postupnosti]

Postupnost {a,}2°, konverguje prave vtedy, ked je fundamentalna.

Dékaz. Nutna podmienka. Nech postupnost {a,}>?; konverguje k ¢islu a. Na zéaklade

definicie limity ku kazdému ¢ > 0 existuje ¢islo ng také, ze
€ “
la, —a| < 5 bre vsetky n > ng, n € N.
Odtial pre n > ng, m > ng, m € N dostaneme pouZitim vlastnosti absolitnych hodnét

e €
|an—am|:|an—a+a—am|§|an—a|+\am—al<§+§:€.

Ukazali sme, ze pre kazdé ¢islo € > 0 existuje ¢islo ngy také, ze pre vsetky n,m € N
n > ng, m > ng plati |a, — a,,| < €, t.j. Ze postupnost je fundamentélna.

Postac¢ujica podmienka. Nech postupnost {a, }°, je fundamentéalna. Ukdzeme o nej, ze
je ohranic¢ené. Zvolme v definicii 2.7.1]e = 1 a m € N, m > ngy. Potom pre takto zvolené

m
lan| = |(an — am) + am| < |am| + |an — am| < |lam| +1 pre vietky n > ng,n € N.

Polozme ¢ = max{|ai|,...,|am_1]|, |am| + 1}. Potom pre vSetky n € N plati |a,| < ¢

¢o znamend, Ze postupnost {a,}°; je ohrani¢ena. Podla vety sa da z nej vybrat

4Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — franciizsky matematik
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konvergentna postupnost {a,, }?>,. Nech a,, — a pre k — oo. Ukazeme, Ze ¢islo a je
limitou povodnej postupnosti.

Nech ¢ je Tubovolné kladné ¢islo. Kedze {a, }5°; je fundamentalna

dny € RVn >ny,Ym >n;,mneN = |an—am]<g. (2.27)

Kedze a,, — a pre k — oo, k danému ¢ > 0
5

ki, € RVk >k, ke N = |ank—a|<2

(2.28)

Polozme ng = max{ny, ng, }. Vo vztahu (2.28)) zoberme n; > no (také ¢islo vzdy existuje
pretoZze ny — oo pre k — o0). Potom pre m = ny a vietky n > ng zo vztahu (2.27)
dostaneme nerovnost

£
lan, — an, | < 3 (2.29)

Z (2.28)) a (2.29) vyplyva, ze pre vietky n > ng plati

13 19
|an_a| = |(an_ank)+(ank_a)| < |an_ank|+|am_a| < 5"_5257

t.j. lim a, = a. O
n—o0

Priklad 2.7.3. Nech a € R, a > 0, « € R. Nech {r,}>°, je postupnost racionalnych ¢isel

konvergujtca k a. DokaZme, Ze postupnost {a™}22; je konvergentna.

Riesenie. UkaZme, Ze postupnost {a™}°°, je fundamentalna. Postupnost r, — «, n —
oo. Podla vety je ohranicCend, t.j.

JAeQQ (A>0)VneN = —A<r, <A

Ak a > 1, potom a4 <a™ <a? pre vietky n € N.

A

Ak O <a <1, potom a? <a™ <a? previetky n € N.

To znamené, Ze postupnost {a™}>2 ; je ohranicena, t.j.

dB>0(BeR)VneN = |a""| < B. (2.30)

V prikladoch [2.3.2| a [2.3.8 sme ukazali, Ze lim o'/ = lim a~/* = 1 pre a > 0. To zna-

n—oo n—oo
mené na zaklade definicie limity, pre Tubovolné e > 0 aj ¢/B > 0 existuje n; € N take,

ze plati
€

= (2.31)

al/m—1] < %, a~Vm — 1‘ <
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Ak a > 1, tak plati 1 — % <a Vm <gtmo<1 g %. (2.32)
Nech z € @ také, ze |z| < 1/ny. Potom z (2.32)) dostaneme
1—%<a_1/”1 <a* <a'/™ <1+%
teda
la* — 1] < % pre |z| <1/ny,z € Q. (2.33)

Pre 0 < a < 1 sa analogicky dokéZe nerovnost .

Kedze {r,}>2, je konvergentna, potom je fundamentalna a teda pre kazdé ¢ > 0, aj
pre & = 1/nq, existuje ¢islo ny také, Ze pre vietky prirodzené ¢isla m, n, m > ny, n > ny
plati |r, — rp,| < 1/ny, o znamena, ze r, — r,, € @Q a splia . Odhadnime teraz
la™ — a"™| pouzitim a

‘ar" — a’"m| = !arm"arn””m — 1‘ < B- % pre n > ng, m > ng,
t.j. postupnost {a™}>° | je konvergentnéa podla vety [2.7.2] O

Tento priklad by mohol byt definiciou mocniny s Tubovolnym realnym exponentom.
Vieme, ze postupnost {a™}°°, je konvergentna, ak r, — « pre n — oo. Mozeme oznagcit
limitu ako a%, teda a® = lim o', kde r,, € Q, r,, — a pre n — oco.

V prvej kapitole sme u%ﬁ(olzﬁnovali mocninu s realnym exponentom (definicia .
Vzhl'adom na vetu [2.5.3] st obidve definicie pre a > 1 ekvivalentné, t.j. davaju tu ista

hodnotu a*.

2.8 Hromadny bod postupnosti

S pojmami postupnosti a vybranej postupnosti tizko stvisi pojem hromadného bodu po-

stupnosti.

Definicia 2.8.1. Bod a € R nazyvame hromadnym bodom postupnosti {a,}>°,, ak

v Tubovolnom e-okoli bodu a leZi nekone¢ne vela ¢lenov danej postupnosti.

Priklad 2.8.2. Postupnost {(—1)"}2%, mé dva hromadné body 1, —1. Pre Tubovolné
e>0plati |1 — (-1)**|=0<eprekeNa|—-1—(-1)*!=0<eprekeN.
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Nasledujtice vety dévaju do stvisu limitu postupnosti, limitu vybranej postupnosti

a hromadné body postupnosti.

Veta 2.8.3. Nech postupnost {a,}>>, md limitu ¢islo a. Potom a je hromadnym bodom

postupnosti {a,}5° ;.

Doékaz. 7 definicie limity mame, %e pre Tubovolné ¢islo e > 0 existuje ¢islo ng také, ze
pre vetky n > ng, n € N plati |a, — a| < ¢, ¢o vlastne znamené, ze v Tubovolnom e-okoli
bodu a lezi nekone¢ne vela ¢lenov danej postupnosti, t.j. a je hromadnym bodom tejto

postupnosti. ]

Veta 2.8.4. Bod a je hromadnym bodom postupnosti {a,}>2, prave vtedy, ked existuje

z nej vybrand postupnost {a,, }3, takd, Ze a,, — a pre k — oo.

Dékaz. Urobime ho pre pripad a € R. Nech a je hromadnym bodom postupnosti {a, }> ;.

Potom v I'ubovolnom e-okoli bodu a lezi nekone¢ne vela ¢lenov tejto postupnosti. Zoberme

11 1
508 THRSE . S

Pre € = 1 ndjdeme index n, taky, ze |a,, —a| <1,

systém e-okoli bodu a, kde € bude postupne 1

pre € = % najdeme index ng, ny > ny taky, ze |a,, — a| < %

Predpokladajme, Zze sme uz skonstruovali ny, ns, ..., n, tak, ze
I
np<ng <---<mng a |a, —al <=, i=12... k.
1

Ukézeme, ze modzeme najst index ny; 1 tak, ze

np<ng < - <N <Npy1 @ ap,,, —a| < —.

5 . oy 1
Je to mozné, pretoze k ¢islu =

1 . ~ ~ , , s 00
w1 -okoli bodu a. Mame skonstruovani vybrand postupnost {a,, }72; tak,
ze |ay, —a| < , €0 znamend, Ze lim = a.
k—o0
P4 v - . . . 2 b o0
Teraz dokadzeme postacujicu podmienku. Nech existuje vybrana postupnost {a,, }72,

existuje nekone¢ne vela ¢lenov postupnosti {a,}>2,

ktoré lezia v

z danej postupnosti {a, }°°;, ktora konverguje ku a. To znamen4, Ze ak zvolime Iubovolné
¢islo € > 0, tak existuje ¢islo ko také, ze pre vsetky k € N, k > k¢ plati |a,, —a| < e,

¢o dokazuje, Ze a je hromadnym bodom postupnosti {a,}5° ;. O
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Priklad 2.8.5. Nédjdime hromadné body postupnosti {(—1)"2—3 20:1'

Riesenie. Zoberme vybrané postupnosti
2k +11°% 2k —1)—11"
{(_1)% + } 7 {(_1)%—1( ) } '
2k+2/,_, E-1)+2/J,_,

Prvéa postupnost konverguje ku 1, druha ku (—1) a tak podla vety st body 1, —1
hromadné body danej postupnosti. Pretoze N = {2k, k € N}U{2k—1, k € N}, postupnost

nema iné hromadné body. ]

Vieme, ze nie kazdé postupnost ma limitu. Z viet 2.6.7] [2.6.8 a [2.8.4] v8ak vyplyva, ze

kazda postupnost ma aspon jeden hromadny bod. To znamend, Ze mnozina hromadnych

bodov danej postupnosti je neprazdna a modze obsahovat aj prvky 4oo, resp. —oo.

Definicia 2.8.6. Nech {a,}°, je ITubovolné postupnost.

1. Ak postupnost {a,}>2 ; je ohrani¢ena, potom supremum (infimum) mnoziny jej hro-
madnych bodov nazyvame limes superior (limes inferior) postupnosti {a,}>

a oznacujeme limsup a,, (liminf a,).
n—o0

n—oo
2. Ak postupnost {a,}>2 je zhora neohranic¢ené, kladieme lim sup a,, = cc.
n—oo
3. Ak postupnost {a,}>, je zdola neohrani¢end, kladieme lim inf a,, = —oc.
n—oo

V&imnime si, Ze zatial ¢o postupnost {a,}>2; nemusi mat limitu, prvky limsup a,,
n—oo
liminf a,, vzdy existuja.
n—oo
V pripade postupnosti {(—1)"}7°, je limsup(—1)" = 1, liminf(—1)" = —1a lim (—1)"
n—00 n—00 n—o00
neexistuje.

Veta 2.8.7. Postupnost {a,}>2, md limitu prive vtedy, ak limsup a,, = lim inf a,,. V tom-
n—00 n—00

to pripade plati lim a, = limsup a,, = liminf a,,.
n—00 n—00 n—00

Doékaz. Nech existuje a = lim a,. V tomto pripade neexistuje okrem bodu a ziaden iny
n— oo

hromadny bod postupnosti {a, }>2 ;. Vyplyva to z vety a Mnozina hromadnych

bodov mé teda jediny prvok a a odtial vyplyva, Ze lim sup a,, = liminf a,, = lim a,,.
n—oo n—oo n—oo

Obratene, nech lim sup a,, = liminf a,, = a. Mame dokézat, Ze a je limitou postupnosti
n—00 n—oo
{an}nis-
Pre jednoduchost sa obmedzime na pripad, 7ze a € R. Ostatné pripady sa dokazu

analogicky. Dokaz urobime nepriamo. Nech neplati, Zze lim a, = a, teda existuje ¢islo
n—o0
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e > 0 také, ze pre vSetky ¢isla ng existuje prirodzené ¢islo n > ny také, ze plati |a, —a| > ¢.

Odtial uz lahko dostaneme, Ze existuje vybrana postupnost {a,, }7>, taka, ze
|y, —al| >¢e pre k=1,2,.... (2.34)

Podla vety z postupnosti {a,, }32; modzeme vybrat konvergentnu postupnost

{an,, }72;- Tato postupnost je sifasne vybranou postupnostou z postupnosti {a,};>;.

Ozna¢me b = elim Qp,,,- Podla (2.34) mame a,, ¢ (a —¢,a+¢), preto bud b < a—¢
—00

alebo b > a + . Teda b # a. Bod b je vSak podla vety hromadnym bodom postup-

nosti {a, }> ;. To znamen4, ze mnozina hromadnych bodov postupnosti {a, }2; obsahuje

aspon dva roézne body a preto limsup a,, # liminf a,. To je spor a tak lim a, = a. O
n—oo n—oo n—oo

Veta 2.8.8. Nech {a,}>2, je postupnost, H je mnoZina hromadnych bodov tejto postup-

nosti a S = limsup a,,. Potom plati:
n—oo

1. Se H.
2. Ak a je lubovolné redlne ¢islo také, Ze a > S potom existuje také ¢islo ng, Ze pre vietky
n > ng, n € N plati a, < a.

3. Bod S s vlastnostami 1) a 2) je urceny jednoznacne.

Dékaz. 1.a) Nech S = +o0, potom H je zhora neohrani¢ena mnoZina, ¢o znamena, ze
postupnost {a, }°, je zhora neohranicena a podla viet a je +o00 € H.

b) Nech S € R. Chceme ukazat, Ze existuje vybrana postupnost {a,, }32, ktora konver-
guje ku S. Ak by to neplatilo, existoval by interval (S —e, S +¢) (e nejaké kladné ¢islo), v
ktorom by sa nachédzal najviac kone¢ny pocet ¢lenov postupnosti {a, }>2 ;, a teda v tomto
intervale by sa nenachadzal ziaden bod mnoziny H, ¢o je v spore s tym, ze S = sup H.
Plati teda S € H.

c) Nech S = —co. Potom H ma jediny prvok a to bod —oo, teda —oco € H. Tym je
tvrdenie 1) dokézané.

2) Tvrdenie druhej ¢asti dokdZeme nepriamo. Nech existuje a > S tak, Ze nerovnost
a, > a je splnena pre nekonecny pocet indexov postupnosti {a,}2 ;. Potom existuje
hromadny bod b tejto postupnosti taky, ze b > a > S. Plati tedabe H, b > S = sup H,
¢o je spor.

3) Nech existuji p # ¢, napr. p < ¢ majuce vlastnosti 1) a 2) vety. Zvolme realne ¢islo a
také, ze p < a < q. Podla 2) existuje ¢islo ng také, ze pre vsetky n > ng, n € N je a,, < a.

Potom ¢ nesplita podmienku 1), ¢o je spor. Plati teda p = ¢q. UkéZeme este, ze ak bod
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p spliia podmienky 1) a 2) potom p = sup H. Nech to neplati. Nech p # sup H a splha

podmienky 1), 2), potom musi existovat ¢ = sup H takeé, Ze ¢ tiez spliia podmienky 1),

2). Dva rozne body spliajtice podmienky 1), 2) viak existovat nemozu. O

Cvicenie

1.
2.

Sformulujte a dokazte analogickt vetu k vete [2.8.8| pre lim inf a,,.
n—oo

Nech existuje ng € N také, ze pre vsetky n > ng plati a,, < b,.
Potom hinj;.}p a, < hznj;ip by, ligr_l> irolf a, < ligr_l> %}rolf b,,. Dokazte.
Zostrojte priklad postupnosti, ktora
a) méa jeden hromadny bod a nie je konvergentna,
b) ma kone¢ny hromadny bod,
¢) mé hromadné body ¢isla aq, as, . . ., a,.
Najdite limes inferior a limes suporior nasledujtcich postupnosti:
a, = (—-1)"(2+2) ; an = cos i ; an = (14+1)"(=1)" +sin 2.



3 Funkcia reilnej premennej

3.1 Pojem funkcie

V kazdodennom zivote, hlavne vSak pri skiimani prirodnych javov, procesov stretavame sa
so zévislostou velkosti niektorych veli¢in od inych. Napr. draha s ubehnuta od zaciatku
volného padu za ¢as t je dand vztahom s = ; gt? (g — gravitacné zrychlenie), plosny
obsah kruhu zavisi od polomeru kruhu r, P = mr2.

Objektivne zakonitosti, ktoré existuju medzi veli¢inami, viedli prostrednictvom abs-
trakcie ku vzniku matematického pojmu realna funkcia jednej reélnej premennej. Tento
pojem, ako aj ostatné pojmy matematickej analyzy, presiel svojim historickym vyvojom.
Prvé stopy nachadzame u Leibnitza’], neskér u Bernoulliovcovf] Euler{’ podal prvii presnej-
Siu definiciu pojmu funkcia. Definoval funkciu ako vyraz vyjadrujici isti zavislost medzi
¢islami. Tuato formuléciu upresnil Dirichletl?]7 ktory pouzil pri definicii funkcie pojem pri-
radenie.

V siicasnej matematike pri zavadzani pojmu funkcia vychddzame z pojmu mnozina.

Definicia 3.1.1. Nech st dané dve mnoziny X, Y. Ak ku kazdému prvku z € X je urcitym
sposobom priradeny prave jeden prvok y € Y hovorime, Ze na mnozine X je definované

zobrazenie, ¢o zapisujeme y = f(x), z € X.

Mnozinu X nazyvame definiénym oborom zobrazenia f a oznacujeme ho D(f) a jej
prvky nazyvame argumentami, vzormi alebo nezavisle premennymi. Prvok ¢, € Y,
ktory je priradeny argumentu xy € X, nazyvame hodnotou zobrazenia f v bode xg
a oznacujeme ho f(xg) alebo f(x)|z=z,- MnoZinu vSetkych hodnot, ktoré su priradené
prvkom mnoziny X, nazyvame oborom hodndét zobrazenia f a oznacujeme ho H(f).
To znamené, ze ak yo € H(f), potom existuje aspon jeden prvok xg € D(f) taky, Ze
f(zo) = yo. Prvky z oboru hodnét ¢asto nazyvame obrazmi alebo zavisle premennymi.

V definicii[3.1.1])mo6zu byt mnoziny X, Y akékolvek. Ak st mnoziny X, Y podmnozinami

mnoziny R, zobrazenie f nazyvame realnou funkciou realnej premennej. V tychto

5Gotfreid Wilhelm Leibnitz (1646-1716) — nemecky matematik, fyzik. filozof.
6Johan Bernoulli (1667-1748) — vystudoval medicinu. Od roku 1705 profesor matematiky na univerzite

v Bazilei.
"Leonard Euler (1707-1783) — matematik, fyzik. Narodil sa vo gvajéiarsku, posobil v Petrohrade.
8Peter Gustav L. Dirichlet (1805-1895) — nemecky matematik.
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skriptach sa zatial budeme zaoberat len tymto typom zobrazenia a preto dalej namiesto
,realna funkcia redlnej premennej* budeme strucne hovorit len , funkcia“.

Funkciu budeme oznacovat symbolom f, ¢, F',..., ktory urcuje pravidlo priradenia.
Pre oznacenie funkcie budeme tiez pouzivat symboliku: f : 2 — f(x) (obrazom prvku x
je prvok f(x)), f: X — Y (f oznacuje zobrazenie z mnoziny X do mnoziny Y). Uréit
funkciu v zmysle definicie znamena:

a) zadat mnozinu X (defini¢ny obor funkcie),

b) zadat pravidlo priradenia.

Z toho vyplyva definicia rovnosti dvoch funkcii.

Definicia 3.1.2. Dve funkcie f, g sa rovnajd, ak maja ten isty defini¢cny obor X

a pre kazdé x € X plati rovnost f(x) = g(z).

Priklad 3.1.3. Funkcie f(z) = Va2, 2 € (0,00), g(z) = 2, © € (0,00) sa rovnaji.
Ak zmenime definiény obor tychto funkcii, tak funkcie f(z) = Va2, ¢ € R, g(z) = ,
x € R nie st rovnaké. Pre x € (—00,0) je f(z) > 0 a g(z) < 0. Ak zmenime pravidla
priradenia f(z) = Va2, # € R, g(x) = |z|, # € R dostavame rovnaké funkcie.

Pravidlo priradenia moze byt dané rozmanitym spoésobom. Najcastejsie je dané pomo-
cou formil, vzorcov. Takyto spésob zadania funkcie sa nazyva analytickym, napr. funkcie
f(z) =22+ 1, f(z) = 2? st dané analyticky na mnoZine R.

Priklad 3.1.4. Funkciu, ktora kazdému ¢islu 2 € R priraduje to isté ¢islo ¢ € R, nazy-

vame konstantnou funkciou alebo konstantou, f(z) =¢, z € R.

Priklad 3.1.5. Priradme kazdému = € R najvacsie celé ¢islo, ktoré nie je vacsie ako x,
2— 2,321, -1 —4. Této funkcia sa vola ,cela €ast x*“ a oznacuje sa E(z) = [x].

Pre kazdé x € R plati x — 1 < [z] < x.

Priklad 3.1.6. Dirichletova funkcia y = x(z) je definovana na mnozine R tymto pravid-
lom priradenia
1, ak x je racionélne ¢islo,
x(z) =
0, ak x je iraciondlne ¢islo.
Ak je funkcia f dana analyticky a nie je urCeny defini¢ny obor D(f), tak jej defi-
nicnym oborom sa rozumie jej ,,prirodzeny* defini¢ny obor, t.j. mnozina vSetkych hod-

not argumentu, pre ktoré ma vzorec (formula) zmysel. Napr. defini¢nym oborom funkcie
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f(z) =/ je interval (0,00), definicnym oborom funkcie h(x) = -5 st vietky reédlne

1
¢isla z # 1.
Poznamenajme, ze funkcia moze byt zadané réznymi formulami na réznych intervaloch.
Napr. funkcia
-, ak r <0,

f(x) = 4 22, ak 0 <z <1,
2—x, akz>1,

je zadana analyticky na R pomocou troch roznych formaul.
Casto sa stava, ze dant funkciu vySetrujeme nie na celom jej defini¢cnom obore ale len

na nejakej jeho podmnozine.

Definicia 3.1.7. Nech f je funkcia definovani na mnozine M a M; C M. Potom fun-
kciu @, definovani na mnozine M; tak, ze p(z) = f(z) pre kazdé x € M, nazyvame

parcialnou funkciu k funkcii f alebo tiez ztizenim funkcie f na mnozine M.
Napriklad parcialnou funkciou k funkeii y(z) na mnozine Q je funkcia p(z) = 1, z € Q.

Poznamka. V kapitole 2 sme definovali postupnost. Pomocou definicie mozeme
definovat postupnost ako funkciu, ktorej defini¢ny obor je mnozina prirodzenych ¢isel.

To znamené, Ze n-ty ¢len postupnosti a,, = f(n), n € N.
S pojmom funkcia tizko stuvisi pojem graf funkcie.

Definicia 3.1.8. Grafom funkcie f definovanej na mnozine X nazyvame mnozinu

G=A{(zy):zeX,y= f(x)}

Ak mame v rovine zvoleny pravouhly stradnicovy systém, mézeme znézornit mnozinu G
v tejto rovine. Toto znazornenie mnoziny G v tej rovine dava istti mnozinu bodov v rovine.
Aj tato mnozinu, t.j. zobrazenie bodov grafu G v rovine (geometricki interpretéaciu grafu
(), nazyvame grafom funkcie f. Mnozina G neobsahuje ziadne dve rézne dvojice, ktorych
prva siradnica by bola rovnaki. Z toho vyplyva, Ze priamka z = xg, 2o € X pretne
graf funkcie nakresleny v danej rovine s danym stradnicovym systémom v jednom bode
M = [xo, f(z0)]. Hodnota © = a, pri ktorej f(a) = 0 sa nazyva nulovym bodom
funkcie f. Ak x = a je nulovy bod funkcie f, tak graf funkcie f pretina os = v bode
P =a,0] (obr.1), alebo sa dotyka osi z v tomto bode.
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Y
Y
2 —o
\/ I —
—=——f(z0) ‘
| P -2 -1 o0 1 2 =«
Zo 0 a x
\ R
obr.1 — ) obr.2
Priklad 3.1.9. Nakreslime graf funkcie F(z) = [z].
Riesenie. Ak x € (n,n+ 1), n € Z, potom E(z) =n (obr.2). O

Geometrické zobrazenie grafu funkcie, ktorej definiény obor je nekonc¢end mnozina,
nie je mozné previest bod po bode. Grafy funkcii je vSak mozné zobrazovat na zaklade
studia vlastnosti danej funkcie. Preto tlohu zostrojit — nakreslit graf funkcie budeme riesit
postupne pri Studiu vlastnosti funkeii.

Ak vSak pozname graf nejakej funkcie y = g(z), z € X, jeho zobrazenim mozeme dostat

graf inych funkcii. Priklady takych zobrazeni nam déva nasledujica tabulka.

funkcia y = f(x) zobrazenie grafu funkcie y = g(z)
flz)=g(x)+ A posunutie pozdlz y-ovej osi o A

f(z) =g(x —a) posunutie pozdlz z-ovej osi p a

f(z) = g(—x) symetria vzhladom na y-ovi os

f(z) = —g(x) symetria vzhladom na x-ovi os

f(z) = Bg(x) nasobenie kazdej y-ovej sturadnice s B, B # 0
f(z) = g(kz) nasobenie kazdej x-ovej suradnice s k, k # 0

Priklad 3.1.10. Zostrojme graf funkcie:

a) y =z -2, b) y =+

Riesenie. a) Upravme vyraz x° — 2z = (z — 1)? — 1. Graf danej funkcie dostaneme z grafu
funkcie y = 22 posunutim pozdlz osi o 1 a pozdlz osi y o (—1) (obr.3).
b) Graf tejto funkcie dostaneme z grafu funkcie y = \/z, > 0 symetriou vzhladom

na os y (obr.4). O
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obr.3
obr.4

3.2 Operacie s funkciami

Tak ako s ¢islami aj s funkciami mézeme prevadzat algebraické operacie a mozeme ich

porovnavat.

Definicia 3.2.1. Nech f, g su funkcie, ktorych defini¢né obory st D(f), D(g). Potom
sucet f + g, rozdiel f — g, st€in f - g st funkcie definované na mnozine D(f) N D(g),
pricom pre kazdé x € D(f)ND(g) plati (f +g)(z) = f(z)+9(x), (f —9)(x) = f(x)—g(z),
(f-9)(x) = f(x) - g(z). Podiel 5 je funkcia definované na mnozine D(f) N{z € D(g) :
[z

g(x) # 0} a pre kazdé x z tejto mnoziny plati (5)(3:) = g—;. Absolatna hodnota |f|

(
je funkcia definovana na D(f) a pre kazdé = € D(f) plati |f|(z) = |f(z)].

Priklad 3.2.2. a) Funkciu, ktort moézeme vyjadrit pomocou funkcie f(z) = z, a ko-
ne¢ného poctu konstantnych funkcii pouzitim operacii s¢itania a nasobenia, nazyvame

mnohoc¢lenom (polynémom). VSeobecne zapisujeme mnohoclen v tvare
-1
f(x) = agx™ + arz" ™ + -+ a1z + ap,

kde ag, ay, ..., a, su redlne ¢sla, n € N. Definiénym oborom je interval (—oo, 00).
b) Funkciu, ktortt mézeme vyjadrit ako podiel dvoch mnohoc¢lenov P(z), Q(z) nazyvame

racionalnou funkciou

_ P(z)  apx" +---+ay,
R@_Qm_%w+m+%'

Defini¢nym oborom je mnozina R\ {x € R : Q(z) = 0}.

Definicia 3.2.3. Nech funkcie f, g st definované na mnozine A. Ak pre vSetky x € A
plati f(z) < g(z) [f(z) < g(z), f(x) > g(z), f(z) > g(x)] hovorime, Ze na mnozine A
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je funkcia f mensSia alebo rovna funkcii g [funkcia f je menSia ako funkcia g,

funkcia f je vicSia alebo rovna funkcii g, funkcia f je vacé8ia ako funkcia ¢

apiSeme f < g, [f<g, f>g >4

Na rozdiel od realnych ¢isel, nie vSetky dvojice funkcii sa daju porovnat. Napr. funkcie
f(z) =z, g(x) = —x na mnoZine R nemoZno porovnat.

Dalsou operaciou, ktori moézeme robit s funkciami je ,skladanie“ funkcii. Nech su
dané dve funkcie: y = f(u) definovana na mnozine A, u = g(z) definovana na mnozine B.

Kazdej hodnote argumentu = funkcie g je

,—Bll . priradend urc¢ita ¢iselna hodnota u = g(z).

- Ak patri v = g(z) do definiéného oboru

w=g(z)z N X u funkcie f, postupnym priradenim r —
u — y je hodnote argumentu x priradena

y = fg(z)) y hodnota y = f(u) = f(g(x)). Hodnoty

obr.5 argumentu z, pre ktoré g(x) patri do de-

finicného oboru funkcie f tvoria mnozinu
B; C B. Pre kazdé x € B; mé symbol f(g(z)) presny zmysel. Ak hodnota u = g(x)

nepatri do definiéného oboru funkcie f, potom symbol f(g(x)) nemé zmysel.

Definicia 3.2.4. Nech funkcia f je definovanid na mnozine A, funkcia g je definovana
na mnozine B. Funkciu s predpisom priradenia f(g(z)), ktorej defini¢tnym oborom je
mnozina v8etkych hodnét x € B, pre ktoré hodnota u = g(z) € A, nazyvame zloZenou

funkciou.

Priklad 3.2.5. a) Dané st funkcie g(x) = 2> +1: R — (1,00) a f(u) = yu: (0,00) —
(0, 00. KedZe (1, 00) C (0, 00) existuje zlozena funkcia f(g(z)) = V22 + 1, ktorej definic-
nym oborom je R.

b) Dané si funkcie g(z) = -2 —1: R — (=00, —1) a f(u) = vu : (0,00) — (0,0).
Kedze (—o0, —1) ¢ (0, 00) neexistuje zlozena funkcia f(g(z)).

c¢) Funkcia y = v4— 22, © € (—2,2) je zloZenou funkciou z funkcii u = 4 — 2?2,

€(=2,2) ay=+/u, u e (0,00).

Cvicenie

1. Ur¢te defini¢ny obor funkcii:

f@) = Vbx+3, f(x) = V=242 -1, f(z) = 3z +V1—2z, f(x) = \/H—T
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f@) =i, f(2) = 51, fl2) = Bt

2. Nacrtnite grafy funkcii:
fl@) = [2%; f(z) = (=D f(2) = |2* = 2z]; f(z) = &35, ¢ # 0, ad — be # 0;
f(z) =z 4|z,

3. Najdite defini¢ny obor a formulu, ktorou je dana zlozené funkcia f(g(x)), ak f je

dana:
a)y=a"+3x; bly=:z%=:; cy=+vVar+1;, d)y=|r+3|agjedana:
a)yr; b){£L; y=[z]; d)y =zl

3.3 Niektoré specialne triedy funkcii
3.3.1 Ohranicéené a neohranic¢ené funkcie

Definicia 3.3.1. Funkcia f sa nazyva ohranifenou zdola (zhora) na mnozZine
A C D(f), ak mnozina {y : y = f(z), x € A} je ohrani¢ena zdola (zhora). Funkcia f sa

nazyva ohrani¢enou na mnozine A C D(f), ak je ohrani¢ena zhora aj zdola.

Vzhladom na definiciu ohrani¢enej mnoziny, resp. ohrani¢enej mnoziny zhora (zdola)
(definicia [1.9.1} [1.9.2) plati nasledujuca veta, ktoru ¢itatel ahko sam dokéze.

Veta 3.3.2. a) Funkcia f je ohranicend zdola (zhora) na mnoZine A C D(f) prdve vtedy,
ak existuje c; € R (co € R) také, Ze pre vsetky v € A plati nerovnost f(x) > ¢1 (f(z) < ¢2).

b) Funkcia f je ohranicend na mnozZine A C D(f) prave vtedy, ked existuje ¢ € R,
c > 0 také, Ze pre vietky x € A plati nerovnost | f(z)| < c.

Ak tvrdenia vo vete m platia pre vSetky x € D(f) hovorime skréatene, ze funkcia f
je: a) ohranicena zdola (zhora);

b) ohranicené.

/\//\ /\/ /\/

obr.6 obr.7 obr.8
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Geometricka interpretacia. Ak je funkcia f ohrani¢end zhora na mnozine A zna-
mend, ze graf funkcie lezi pod nejakou priamkou y = ¢5 (obr.6). Ak je funkcia f ohrani¢ena
zdola na mnozine A, graf funkcie lezi nad priamkou y = ¢; (obr.7). Ak je funkcia f ohra-

ni¢end na mnozine A jej graf lezi v pase ohrani¢enom priamkami y = ¢, y = —c (obr.8).

Priklad 3.3.3. a) Funkcia y = z%, x € R je ohrani¢ena zdola na R, pretoze 2> > 0 pre
vsetky x € R.

b) Funkcia y =
podiel xg"—;
odkial 3=

Podla definicie [3.3.1] je potom dané funkcia ohrani¢ena na R.

%, x € R je ohrani¢ena zdola na R, pretoze 22 > 0, 22 +5 > 0 a ich

> 0 pre vsetky =z € R. balej pre vietky x € R plati nerovnost 2% < 2% + 5,

< 1 pre vsetky = € R. To znamena, Ze funkcia je ohrani¢ena zhora na R.

¢) Funkcia f(z) = % nie je ohrani¢ena. Mame ukazat, Ze pre kazdé ¢islo ¢ > 0 existuje
argument z. € R\ {0} taky, ze f(z.) > ¢. Nech teda c je Tubovolné kladné ¢islo a nech
Te= \/L% Potom f(z.) = 2¢ > c.

Veta 3.3.4. Nech funkcie f, g si ohranicené na mnoZine A C D(f) N D(g). Potom aj

funkcie f + g, f — g, f - g su ohranicené na mnoZine A.

Doékaz. Podla predpokladu su funkcie f, g ohrani¢ené na mnozine A, ¢o podla vety

znamena, ze existuju kladné ¢isla ¢y, ¢y také, ze
f(x)| <c, |g(x)] < e pre vSetky x € A. (3.1)
PoloZzme ¢ = ¢; + ¢9. Pouzitim vztahov dostaneme
(F £ 9)(@)] = [£(2) £ 9(@)| < (@) +l9(@)]| < ex+ea= ¢, pre vietky € A,

¢o znamend, ze funkcie f + g, f — g st ohrani¢ené na mnozine A.

Podobne, ak polozime ¢ = ¢; - ¢z, pouzitim vztahov (3.1)) dostaneme

[(fo)(@)| =f(z)-g(z)| <c1-ca=c¢, previetky z€A
¢o znamenad, Ze funkcia f - g je ohrani¢ena na mnozine A. O

Nech B je mnozina hodnot, ktoré funkcia f nadobtida na mnozine A C D(f). Potom
supremum mnoziny B nazyvame supremom funkcie f na mnozine A a oznacujeme

sup f(z), infimum mnoziny B nazyvame infimom funkcie f na mnozine A a oznacujeme
€A

inf f(z).

z€EA
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Nech existuje bod =y € A taky, ze pre vietky = € A plati f(z) < f(zo). Potom hovorime,
ze funkcia f nadobuda v bode zy najvaésiu hodnotu (maximum) na mnozine A a
piseme f(zg) = max f(z). Analogicky, ak existuje bod z; € A taky, ze pre vSetky z € A
plati f(z) > f(x1) hovorime, Ze funkcia f nadobida v bode x; najmensiu hodnotu
(minimum) na mnozine A a piSeme f(z1) = aneigl f(z). Maximum a minimum funkcie

nazyvame extrémami tejto funkcie.

Priklad 3.3.5. Funkcia f(z) = 2=, 2 € R je ohranicen4 (priklad [3.3.3) ma inﬂgf(x) =0,
TE

{E2+57
sup f(z) = 1. (Dokazte!) Pre z = 0 je f(0) =0 a teda 0 = miﬂrgl f(z). Dana funkcia nema
z€eR z€
maximum, pretoZe neexistuje bod xy € R taky, Ze hodnota f(xy) = 1.

3.3.2 Parne a neparne funkcie

Definicia 3.3.6. Funkcia f definovana na mnozine A sa nazyva:

a) parna, ak pre kazdéz € Aplati —z € A a f(—z) = f(z); (3.2)
b) neparna, ak pre kazdéx € Aplati —x € A a f(—z) = —f(x). (3.3)

Priklad 3.3.7. a) Funkcie y = 2?", n € N, y = |z|, z € R st péarne funkcie.

2n—1

b) Funkcie y = 2*"~ ', n € N, y = z|z|, x € R st neparne funkcie.

c¢) Funkcia y = 2° + = + 1 nie je ani parna ani nepéarna.

Pri definicii parnej a neparnej funkcie sme predpokladali, ze ak je funkcia definované
v nejakom bode z, je tiez definovana v bode —z. Nemé preto zmysel hovorit o parnosti
a neparnosti funkcie, ktorej mnozina bodov predstavujicich na ¢iselnej osi defini¢ny obor,
nie je symetricka vzhladom na bod 0. Napr. u funkcie y = v/z + 1 nemé zmysel hovorit

o parnosti, resp. neparnosti, lebo jej defini¢ny obor je (—1, 00)

Y Y

obr.10

obr.9 Q

Geometricka interpretacia. Graf parnej funkcie je symetricky vzhladom na os v,
pretoze ak bod P = [z, f(x)] je bodom grafu funkcie, potom vzhladom na (3.2)) je bod
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Q = [—=z, f(z)], leziaci symetricky k bodu P vzhladom na os y, tiez bodom grafu fun-
kcie (obr.9). Graf neparnej funkcie je symetricky vzhladom na zaciatok stradnicového
systému, pretoze body P = [z, f(z)], Q = [z, —f(z)], symetrické vzhladom na zaciatok
sturadnicového systému, st v dosledku vztahu bodmi grafu funkcie (obr.10).

Ak mame zostrojit graf parnej (nepérnej) funkcie staci zostrojit ¢ast grafu pre z > 0

a potom ho symetricky zobrazit vzhladom na os y (na zaciatok siradnicového systému).

Y
Priklad 3.3.8. Zostrojme graf funkcie
f(x) =2 = 2|x|.
Pre x > 0 je f(z) = 22 — 21 a jej graf je cas-
) . . -2 2
tou grafu na obr.3. Lahko sa overi, ze funkcia f je N !
parna a tak jej graf pre z < 0 dostaneme symetric- -1 obr.11

kym zobrazenim vzhladom na os y grafu funkcie
y=a?—2x, x>0 (obr.11).

3.3.3 Periodické funkcie

Definicia 3.3.9. Funkciu f nazyvame periodickou, ak existuje kladné ¢islo p také, ze

pre [ubovolné x € D(f) ajx+p € D(f),z—pe D(f) a

f(x—p) = f(z) = f(z +p). (3.4)

Najmensie kladné ¢islo z tych p, pre ktoré plati (4) nazyvame periodou funkcie f.

Yy
R T
| | | |
a—T |0 a a+T a+2T <

Poznamenajme, Ze ak f je periodicka funkcia a p je také ¢islo, Ze plati (3.4]), tak pre kaz-
dé celé cislo k, ak x + kp € D(f) plati f(x) = f(x + kp). Z toho potom vyplyva, Ze pre

zostrojenie grafu periodickej funkcie staci zostrojit jej graf na niektorom z intervalov
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(a,a+T), kde T je peridda, a € D(f). Zvysok grafu dostaneme rovnobeznym posunutim

v smere osi 2 0 nasobok periody T' (obr.12).
Priklad 3.3.10. Funkcia f(z) = x — [z] je periodicka s peridédou 1.

Riesenie. Najprv ukézeme, Ze pre kazdé = € R plati [z + 1] = [2] + 1. Z nerovnosti
[z] <2 < [z]+ 1 dostavame, ze [z] +1 <z +1 < ([z] + 1) + 1. KedZe [x] + 1 je celé ¢islo
a [xr + 1] je najvacsie celé ¢islo, ktoré nie je vacsie ako = + 1, tak [x 4+ 1] = [z] + 1.

Pre kazdé x €e R aj x + 1 € R a plati
fa+) =z +1-lp+1]=z+1- (] +1) =z [t] = f(z),

to znamené, ze funkcia f je periodickd. Chceme ukézat teraz, ze 1 je najmensie ¢islo, pre
ktoré plati (3.4)). Nech to neplati, nech existuje p, 0 < p < 1, pre ktoré¢ plati (3.4). Avsak
pre kazdé x € (0,1) je f(z) = z, preto f(0) =0 # f(0+ p) = p, ¢o je spor. Tym sme

dokazali, Ze ¢islo 1 je periddou danej funkcie (obr.13). ]

3.3.4 Monoténne funkcie

Definicia 3.3.11. Funkciu f nazyvame neklesajiicou (nerastiicou) na mnozine A C
D(f), ak pre Tubovolné dva body z; € A, xy € A také, ze 1 < x5 plati f(z1) < f(z2)
(f(x1) > f(z3)). Funkciu f nazyvame rastiacou (klesajicou) na mnozine A C D(f),
ak pre Tubovolné dva body z; € A, 2o, € A také, ze ©; < x9 plati f(x1) < f(x2)
(f(z1) > f(z2)) (obr.14).

neklesajica nerastica rastica klesajuca

obr.14

Ak A = D(f), potom v definicii tychto pojmov pre skréatenie vyjadrenia vynechévame

prislovkové urcenie ,na mnozine A“. Z definicie je zrejmé, Ze kazda rastica funkcia je
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neklesajica a kazda klesajuca funkcia je nerastica. Ale nie kazda neklesajica funkcia je
rastica a nie kazda nerastiica funkcia je klesajtca.

Funkcie neklesajtice a nerastice na mnozine A C D(f) nazyvame monoténne na tejto
mnozine. Funkcie rasttice a klesajtice na mnozine A C D(f) nazyvame rydzomonoténne

na tejto mnozine.

Priklad 3.3.12. VySetrime monoténnost funkcie:

a) y=z2",r €R, neN, b)y:m,xER\{O}.

T
Riesenie. a) Upravme vyraz

oy —af = (2o — @) (a5 + ap P 2. (3.5)

Ak 0 < x; < x5 st obidva ¢initele v (3.5) kladné a preto x > z7, ¢o znamena, ze
funkcia y = z™ rastie na intervale (0, co).

Ak 71 < 19 <0, potom 0 < —x9 < —xq, odkial
0 < (—a2)" < (—xq)". (3.6)

Ak n je parne, nerovnost mozno zapisat z§ < zf, ¢o znamena, ze funkcia y = 2", n
— parne prirodzené ¢islo, klesa na intervale (—oo, 0).
Ak n je neparne, nerovnost mozno zapisat —z8 < —x7, odkial z3 > 7, ¢o znamena,
ze funkcia y = 2", n — nepéarne prirodzené ¢islo, rastie na intervale (—oo, 0).

Nakoniec, ak 7 < 0 < x4, potom pre n — neparne =7 < 0 < z¥, ¢o znamena, ze funkcia
y = x™, n — neparne prirodzené ¢islo, rastie na celom R.

b) Funkcia y = % je na intervale (0, 00) konstantné, y = 1 a na intervale (—o0,0) je

tiez konstantna, y = —1. To znamené, ze funkcia y = |§—‘ je neklesajica na R\ {0}. O

Nasledujuca veta dava do stvisu ohranic¢enost a monoténnost funkcie.

Veta 3.3.13. Monotonna funkcia na uzavretom intervale {(a,b) je na tomto intervale

ohranicend.

Dokaz. Monotonna funkcia je bud neklesajica alebo nerastiica. Nech f je neklesajuca na
(a,b). Potom pre kazdé =, a < x < b plati f(a) < f(z) < f(b), odkial vyplyva, Ze funkcia
f je ohranicené na (a, b).

Analogicky sa urobi dokaz, ak funkcia f je nerastuca na (a,b). O]
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Dolezitu ulohu v tejto vete zohrala podmienka uzavretosti intervalu (a,b). Pre otvore-

ny interval takito veta neplati. Funkcia f(z) = % je klesajtica na intervale (0,1) a nie je

ohranicena na tomto intervale.

3.3.5 Prosté funkcie

Definicia 3.3.14. Funkciu f nazyvame prostou na mnozine A C D(f), ak pre lubovolné
dva body x; € A, x9 € A také, 7e x1 # xq plati f(z1) # f(x2).

Priklad 3.3.15. Funkcia f(z) = x? je prostd na intervale (0, 0), ale nie je prosta na

intervale (—o0, 00), pretoze existuju body, napr. xy = 2, 29 = —2, 11 # x5 a f(—2) = f(2).

Veta 3.3.16. Nech funkcia [ je riydzomonotdnna na mnozine A C D(f). Potom je f

prostd na mnozine A.

Dokaz. Ak funkcia f je rydzomonotonna na mnoZzine A, tak je bud rasttca alebo klesajuca
na A. Nech f je rastiica na A. Potom z nerovnosti z; < xs vyplyva, ze f(z1) < f(x2),
t.j. obrazy roznych hodnét argumentu st rézne, ¢o znamena, ze funkcia f je prostd na A.

Analogicky to plati, ak f je klesajica na A. m
Nasledujuci priklad ukazuje, Ze obratena veta k vete 3.3.16 neplati.

Priklad 3.3.17. Funkcia

Yy
5<__
|
|
|
x, x € (0,1), T
flz) = N
66—z, xe€(l,4). | !
17___| :
| |
01 4 T
obr.15

je prostéa na intervale (0,4), ale nie je rydzomonoténna na tomto intervale (obr.15).

Aby sme mohli vyslovit obratent vetu k vete [3.3.16] potrebujeme dalsiu vlastnost fun-
kcie a to spojitost. Spojité funkcie tvoria Specidlnu triedu funkcii, s ktorymi sa budeme

zaoberat neskor.
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Cvicenie

1.

10.

11.

12.

Rozhodnite, ¢i st funkcie na danych mnozinach ohranicené, ak:

2
@)= e € R f@) = ez €01 f0) =T, v (-11)

. Rozhodnite, na ktorych intervaloch st dané funkcie rasttce a na ktorych st klesa-

jice, aki f(z) = % f(@) = /& f1a) = lals () = =L, fla) = a? + &

Zistite, ¢ st nasledujiice funkcie periodické a najdite ich periodu: f(z) = (—1)F;
f(z) = ¢, ¢ € R; Dirichletova funkcia; f(x) = W

Zistite, ¢i funkcie f(z) = 2? + 32|, f(z) = 4, f(x) = [z], f(z) = 2® + 5,

f(z) = 1+ \/x st parne alebo neparne.

. Vyslovte a dokédzte tvrdenie, kedy z monotonnosti funkcii f, g na mnozine A vyplyva

monoténnost funkcii f + g, f - g, 5, cf,ceR.

Nech f;, fo st parne funkcie na R, g¢;, go neparne funkcie na R. Rozhodnite, ktora
z uvedenych funkcii je parna, resp. neparna: fi + fo, g1 + 92, f1- f2, 91 - 92, f1 + g1,
Ji- g1

Né&jdite funkciu definovant na R, ktora je prosta na R a nie je monoténna na ziadnom
intervale I C R.

Nech f je definovana na R a jej obor hodnot nie je jednobodova mnozina. Potom
existuje a > 0 také, Ze a nie je periddou funkcie f. Dokazte!

Najdite funkciu f rastiicu na intervale I, funkciu g klesajucu na intervale I tak, aby
funkcia f + g bola rastuca.

Najdite priklady rydzomonoténnych funkcii f, g na intervale I, pre ktoré funkcia
f + ¢ nie je rydzomonoténna.

Nech My, Ms st neprazdne mnoziny. Nech funkcia f je ohrani¢end na M; U M,.

Potom

sup  f(z) = max(sup f(z), sup f(z)). Dokdzte!
x€EM1UM> €My € Mo
Nech f, g st zhora ohrani¢ené funkcia na R. Potom je

sup (f(x) +g(2)) < sup f(z) +sup g(z).

Dokazte!
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3.4 Inverzna funkcia

Nech je dana funkcia y = f(z), x € D(f). Potom kazdému ¢islu xy € D(f) odpoveda
jediné é&islo yo = f(xo) € H(f). Casto sa vyskytuje tloha na zaklade danej funkénej

hodnoty o najst odpovedajicu hodnotu argumentu zg, t.j. riesit vzhladom na x rovnicu

f@)=w, o€ H(f). (3.7)

Tato rovnica moze mat jedno, ale aj niekol'ko rieSeni. V grafickej interpretacii rieSeniami
rovnice (3.7)) sa xz-ové stradnice bodov, v ktorych priamka y = yy pretina graf funkcie

y = f(z). Napr. ak f(z) = x?, potom rovnica

wQZyOa ?/0>0

mé dve rieSenia zo = /Yo, To = —+/Yo (0br.16).

Ak f(z) = x — [z], potom rovnica
z—[r] =y, 0<y<1

mé nekone¢ne vela rieSeni tvaru xp = 29 + k, kde k € Z a x( je jedno z rieseni tejto

rovnice (obr.17).

\ \
\ \
\ \
l l TSNS S S

T_3 T_o T_1|0x9 X1 D) x

obr.16 obr.17

Existuju funkcie, pre ktoré rovnica (3.7) mé pre kazdé yo € H(f) jediné rieSenie xy €

D(f). Takuto vlastnost maju prosté funkcie a pre tieto moézeme definovat inverzniu funkeiu.

Definicia 3.4.1. Nech funkcia f je prosta s definiénym oborom D(f), oborom hodndt
H(f). Inverznou funkciou k funkcii f nazyvame funkciu f definovanii na mnoZine
H(f), ktora kazdému y € H(f) priradi ¢islo = € D(f) také, v ktorom hodnota funkcie f
sa rovnd y, t.j. y = f(z) (obr.18).
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Nasledujtica veta popisuje vztah medzi f a f.

Veta 3.4.2. Nech funkcia f je prosta s definicnym obo-
rom D(f) a oborom hodnét H(f). Nech f je inverznd
funkcia k funkcii f. Potom

pre kazdé x € D(f) plati f(f(z)) =2  (3.8)
a pre kazdé y € H(f) plati f(f(y))=y. (3.9)

Doékaz. Nech z € D(f), potom existuje z € H(f) také, ze z = f(x). Pre inverznu funkciu

plati z = f(2) a teda z = f(f(z)).
Teraz nech y € H(f), potom existuje u € D(f) také, ze f(u) = y. Pre inverznt funkciu

plati u = f(y) a teda f(f(y)) =y O

Geometricka interpretacia. Nech f je fun-

Y kcia, ku ktorej existuje inverzna funkcia. Ak bod
[b, a] y== la,b] lezi na grafe funkcie f, lezi bod [b,a] na
- ™ grafe funkcie f. Z toho vyplyva, Ze graf funkcie f
y=J@ \\\ je symetricky s grafom funkcie f podla priamky
[, ] y = x (obr.19). Ak je funkcia f dana analyticky,
0 z inverznua funkciu k nej najdeme rieSenim rovnice

e F(F) =

obr.19

Obvykle oznacujeme nezavisle premennt x a zavisle premenni y, preto aj v pripade
inverznej funkcie budeme pisat y = f(z) namiesto z = f(y).
Zo vztahov (3.8) a (3.9) vyplyva, ze vztah ,byt inverzny“ je vzajomny. To znamené, ze

ak funkcia f je inverzné k funkcii g, je tiez funkcia g inverzna k funkcii f.

Priklad 3.4.3. Najdime inverzna funkciu k funkcii:
a) f(r)=2x—3, b) f(z)=+v2z+1.

RieSenie. a) Funkcia f(x) = 2x — 3 zobrazuje R na R, je prosta. Preto existuje k nej
inverzna funkcia, ktora je definovana na R a jej analytické vyjadrenie najdeme rieSenim

rovnice

f(f(x) =2f(z) =3 ==, tj. f(z) :“”TJF?), x € R.
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b) Funkcia f(z) = v2z+1 : (—3,00) — (0,00). Je prostd funkcia, existuje k nej
inverzné funkcia, ktord zobrazuje interval (0,00) na interval (—3,00) a jej analytické

vyjadrenie nadjdeme rieSenim rovnice

O
Nasledujtice vety popisuji niektoré vlastnosti inverznej funkcie f, ak pozname vlastnosti

danej funkcie f.

Veta 3.4.4. Ak je funkcia f rastica (klesajica), potom k nej existuje inverznd funkcia f,

ktord je rastica (klesajica).

Dékaz. Urobime ho pre pripad rastucej funkcie. Analogicky sa dokaze veta v pripade
klesajucej funkcie. Nech f je rastica funkcia s definiénym oborom D(f), oborom hod-
not H(f). Podla vety je f prosta a preto k nej existuje inverzna funkcia f :
H(f) — D(f). Nech y1,y2 € H(f) a y1 < ya st dve lubovolné hodnoty argumentu fun-
keie f. Ak 21 = f(y1), m2 = f(y2), potom y1 = f(x1), y2 = f(22) a f(z1) < f(x2).
Posledna nerovnost v désledku rasticosti funkcie f je mozna len vtedy, ak z; < w9, t.j.

f(y1) < f(y2). To znamena, Ze inverzna funkcia f je rasttca. O
Dokaz dalSej vety prenechavame Citatelovi.

Veta 3.4.5. Ak f je nepdrna, prostd funkcia, inverznd funkcia f je tieZ nepdrna.

Priklad 3.4.6. Vysetrime vlastnosti inverznej funkcie k funkcii f(z) = 2™, n € N.

Riesenie. 7 rieSenia prikladu 3.3.12 vieme, ze funkcia f(x) = z" je rydzomonoténna,
pre n - parne na intervale (0,00) a to rastuca, pre n — neparne je na celom R rastuca.
Preto, ak n je parne, existuje k funkcii f(x) = 2™ inverzna funkcia f(r) = {/, definovana
na intervale (0,00) a rastica na tomto intervale.

Ak n je nepérne, existuje inverzna funkcia f(r) = {/z definovana a rastiica na celom R.

[]
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Cvicenie

1. Najdite inverznu funkciu k funkcii:
a) f(z) =55 b) fa) =2 +4; o) fo) =2 +a+T;

r, pre <1

_1—2\/5§e)y: 22, pre 1<z<4.
2%, pre x >4

2. Ukaite, 7e kazda z nasledujicich funkeif je inverzna sama k sebe: a) f(x) = ; b)
fl@) =25 ¢ flo) =92 abER.

r—17 r—a’

3.5 Limita funkcie

V matematickej analyze hra pojem limity velku tlohu. Pomocou neho sa definuju pojmy
ako spojitost, derivacia. Pojem limity je spojeny so spravanim sa funkcie v okoli daného
bodu.

Nech f je funkcia definovana na nejakom prstencovom okoli bodu a. Myglienku ,, f(x)
sa blizi k b, ak x sa blizi k a* alebo , f(x) je blizko b, pokial x je blizko a presne vystihuje

tvrdenie ,,b je limitou funkcie f v bode a‘. Co to znamen4?

Definicia 3.5.1. [Cauchyho definicia limity| Cislo b nazgvame limitou funkcie f v bo-
de a, ak funkcia f je definovana na nejakom prstencovom okoli bodu a a pre kazdé ¢&islo
e > 0 existuje ¢islo 0 > 0 také, ze pre vSetky € D(f), pre ktoré 0 < |z — a| < 4, plati

nerovnost | f(z) — b| < e, ¢o zapisujeme lim f(z) = b alebo f(x) — b pre x — a.
T—a

Poznamka. Pomocou logickych symbolov mézeme definiciu limity funkcie f v bode a

z b
zapisat

lim f(x) =b&Ve>030>0Ve e D(f):0<|z—a|<d=|f(x)—bl <e, (3.10)

T—ra

alebo pomocou okoli

lim f(z) =b< Ve > 030 >0Ve € O5(a) N D(f) = f(z) € OAb). (3.11)

r—ra

Geometricka interpretacia. Uvazujme pas L ohraniceny priamkami y = b — ¢,

y = b+ . Splnenie nerovnosti

b—e<f(x)<b+e, a—d<z<a+d, z#a
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Y
y=b+e
Lo bpmrmmmmmmees /
|
bl y=b—e¢
i
0 a—686%a+4 z
obr.20

znamena, ze body [z, f(x)] grafu funkcie f (okrem bodu [a, f(a)] lezia vo vnitri pasu L,
ak hodnoty argumentu lezia v intervale (a — 6, a + 9).

Je zrejmé, 7ze v definicii limity sa stac¢i obmedzovat na ,malé* okolia bodu b, t.j. malé
¢islae > 0. Pretoze, ak zaru¢ime, ze plati f(z) € O.(b), potom pre ¢; > €je f(z) € O, (b),
lebo O.(b) C O, (b).

Vsimnime si dalej, Zze v definicii limity sa nevyzaduje, aby funkcia f bola definovanéa
v bode a. Hodnota funkcie f v bode a, pokial existuje, nemé s vySetrovanou otazkou nic¢

spolo¢né. Uvedieme jednoduché priklady, ktoré to objasnuju.

Priklad 3.5.2. a) Funkcia f(z) = % nie je definovana v bode x = 1. Ukazeme, Ze
lim f(z) = 2.
z—1

Nech je dané nejaké ¢islo € > 0. Potrebujeme najst interval (1 — d,1 + 4), to znamenéa
najst ¢islo § > 0 také, aby pre vsetky z € (1 —4§,1+9), x # 1 bolo f(z) € (2—¢,2+¢).
Kedze © # 1 plati f(z) = 2=t =z +1a|f(x) =2 =|z+1—2| = |z — 1| < . MoZeme

r—1

zvolit § = e. Potom, ak 0 < |x — 1| < 4, plati |f(z) — 2| < ¢ (obr.21).

Y Y Y

y=2+c¢ y=2+c¢

y=2-—¢ y=2—¢

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

|
|
|
|
|
|
1

Op—6 1 146 = Ol—6 1 146 = Otl—6 1 146 =

obr.21 obr.22 obr.23
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b) Funkcia

z2—1

— pre T #1,

g(x) =
3 pre x =1,

je definovana na R. Podobne ako v priklade a) sa ukaze, ze
Ve>036>0VeeR:0<|z—1|<d=g(z)—2|=|r+1-2|<e.

To znamena, ze lin% g(x) = 2 bez ohl'adu na to, Ze hodnota g(1) = 3 (obr.22).
z—
Ukazeme, ze lirr% g(x) # 3. Zoberme napr. £ = %, potom pre vSetky ¢isla 6 > 0 existuje
z—

251 0 < |zs — 1] < min{d, 1} take, Ze

1 7 3
lg(zs) = 3| =lJzs+1=3|=lzs—1—=1]>1—|os—1>1—-==->—-=¢.
8§ 8 4
c) Funkcia h(z) = x + 1 je definovana na celom R a hodnota A(1) = 2. Jej limita

lin% h(z) = 2 (obr.23), pretoze
T—r
Ve>030>0Ve:0<|z—1|<d=|h(zx)—2|=lz+1-2|=|z—-1| <e.

Priklad 3.5.3. Dokazme, Ze:
a) lim /x = /a, a € (0,0); b) lim £=L = 3; c) lim z? # 1.
r—a

l—x pre <0,
d) glﬂig(l]f(x):Lakf(x): 0 pre x =

Riegenie. a) Nech je dané Tubovolné ¢islo e > 0. Ak zvolime § = /ac > 0, potom

pre kazdé z : 0 < |z — a|] < § = y/ae plati

r—a lz —a|  +ae .
< < —e, tj. 1 — Va.
’\/m\/a Ja S /a o 4 lmve=va

b) Nech je dané lubovolné ¢islo € > 0. Potrebujeme néjst ¢islo 6 > 0 tak, aby pre vSet-

[V~ Val =

z3—1
rz—1

ky x: 0 < |z — 1| < ¢ platilo |

— 3| < €. Pretoze x # 1 plati

|

rz—1

_3‘:‘x2+x+1—3|:‘$2+x—2‘:‘(x2—1)+($—1)} < (3.12)

<l|z—1f|z+ 1|+ |z —1].
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Ak zoberieme 0 < § < 1, potom pre kazdé z: 0 < |z — 1] < dplati 0 < x +1 < 3.
Zo vztahu (3.12)) dostaneme

31
v : —3‘<35+5:45:5.

xr —

Ak polozime § = min{1,£}, potom ak z € (1 — 8,1 +4), = # 1, je |x;:11 —
¢o znamena, ze lim ””3:11 = 3.
z—1 T

c¢) Nech ¢ je Tubovolné kladné ¢islo. Grafy priamok y = 1+ ¢, y = 1 — ¢ pretinaju graf

funkcie v bodoch, ktorych sturadnice sa 21 = —&, xs = /¢ (obr.24). Dostaneme ich ako
riesenia rovnic f(z) =1+¢,tj. l—oz=1+¢,z<0a f(z)=1—¢,tj. 1 —2?=1—¢,
x> 0. Nech 0 = min{e,/c }. Potom ak 0 < |z| < 0 je

1—z—1]=|z|<d (pre z < 0)
|f(z) = 1] = <e
1 —2%—1] = |2?| < §* (pre z > 0)

To znamen4, ze lim f(z) = 1.
z—1

y=1+¢

i \ y=1-e¢

obr.24

d) Existuje ¢ > 0, napr. € = % také, ze pre vietky 0 > 0 existuje x5 € (—9*,0%), kde
0 = min{é, %} také, ze

1 3
‘x§—1|21—x§>1—((5*)2>1——=1>

1 = E&.

N | —

Limita funkcie sa dé definovat aj pomocou postupnosti.



3 Funkcia realnej premennej 109

Definicia 3.5.4. [Heinehoﬂ definicia limity] Cislo b sa nazyva limitou funkcie f v bo-
de a, ak je tato funkcia definovana na nejakom prstencovom okoli bodu a, t.j. existuje
do > 0 také, ze Oj (a) C D(f) a pre Tubovolni postupnost {z,}72, , ., € D(f) konver-
gujucu k a, postupnost funkénych hodnot {f(z,)}5°, konverguje k ¢islu b.

Priklad 3.5.5. DokaZme, Ze funkcia f(z) =1 — [1] nem4 limitu v bode z = 0.

Riesenie. Na zéklade definicie staci ukazat, ze existuju postupnosti {x, }5° 1, {yn}o° 4,
ktoré konverguju k nule a také, ze lim f(x,) # lim f(y,).
n—oo n—oo

Zoberme x,, = %, Yp = ﬁ, n € N. Potom lim z, = lim y, =0, f(z,) =n—[n] =0,
n—oo n—oo

flyn)=n+1i—[n+3] =Lprekazdé n € N a lim f(z,) =0%# 1= lim f(y,). O
n—oo n—oo
Vznika otazka, ¢i obidve definicie limity urc¢uju to isté ¢islo. Odpoved dava nasledujica
veta.
Veta 3.5.6. Cauchyho a Heineho definicie limity funkcie su ekvivalentné.

Dékaz. V obidvoch definiciach sa predpoklada, ze funkcia f je definovana na nejakom
prstencovom okoli bodu a, t.j. existuje ¢islo dy > 0 takeé, ze Oy (a) C D(f).

a) Nech ¢islo b je limitou funkcie f v bode a v zmysle Cauchyho definicie, t.j.
Ve>035€ (0,00) Ve € D(f):0< |z —a| <d=|f(z) -0 <e. (3.13)

Zoberme I'ubovolnu postupnost {x,, }2 ; konvergujticu ku a. Potom, vzhladom na definiciu

limity postupnosti, pre ¢islo § > 0 najdené v (13) mozeme najst ¢islo ng také, ze
Vne N, n>ny= |z, —al <6,
odkial, vzhladom na (3.13) vyplyva, ze |f(x,) — b| < e. Dokazali sme teda, ze

Ve >0 3ng Yn > ng, n € N = |f(z,) — b| <e, (3.14)

pricom podmienka (3.14]) plati pre lubovolnu postupnost {z,}>°, takd, ze lim z, = a.
n—o0
To znamena, ze Cislo b je limitou funkcie f v bode a v zmysle Heineho definicie limity:.

9Heinrich Eduard Heine (1821-1881) — nemecky matematik, ¢len Pruskej a Géttingenskej akadémie

vied.
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b) Dokazeme, ze ak ¢islo b je limitou funkcie f v bode a v zmysle Heineho definicie, tak
toto ¢islo b je limitou funkcie f v bode a v zmysle Cauchyho definicie, t.j. plati (3.13]).
Predpokladajme, Ze to neplati. Potom

Jeg > 0 V6 € (0,00) s € O5(a) : |f(zs) — b > o. (3.15)

Vzhladom na (3.15) moézeme za & zobrat Tubovolné &islo z intervalu (0,dp). Zoberme
0= %0, n € N a ozname x5 = x,,. Potom na zéaklade 1) pre Tubovolné n € N platia

nerovnosti

8

0< |z, —al <= (3.16)
n

|f(xn) — b| > eo. (3.17)

Zo (3.16)) vyplyva, Ze lim x, = a. Vzhladom na to zo (3.17)) dostavame, Ze ¢islo b nemoze
n—oo

byt limitou postupnosti { f(z,)}5>,. To znamena, zZe ¢islo b nie je limitou funkcie f v bode
a v zmysle Heineho definicie. Ziskany spor dokazuje, Ze musi platit tvrdenie (3.13). [

Ak v definicii limity nahradime prstencové d-okolie bodu a len jednostrannym d-okolim,
t.j. mnozinou {z € R:a < x <a+ 0}, resp. {r € R:a— 06 <z < a} dostaneme definicie

jednostrannych limit.

Definicia 3.5.7. Cislo b; (by) nazgvame limitou sprava (zl'ava) funkcie f v bode «
a oznacujeme hm f(z) ( hm f(z)), ak pre kazdé ¢islo € > 0 existuje ¢islo 6 > 0 také, ze
pre vietky x e (a a+9) n D(f) (x € (a —d,a) N D(f)) plati nerovnost |f(z) —b| < e

(If(x) = bs| <¢)
(obr.25a (b)).

T e — | byf-------- —

obr.25a obr.25b

Priklad 3.5.8. Nech f(z) = = 1‘ . Dokédzme, 7e lim f(x) =1, lir? f(z) = -1, lirq f(x)
r—1~ —r

= z—1t
neexistuje.
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Riesenie. Zoberme Tubovolné ¢slo € > 0. Ak polozime §; = €, potom pre kazdé
ze(1—6,1)plati [f(z) + 1] = |2 + 1| = | -1+ 1] =0<¢, tedaxliﬁr{lif(x) = —1.
Podobne, ak ku zvolenému £ > 0 poloZzime ds = €, potom pre kazdé x € (1,14 d3) plati
fla) =1 =22 1| =22t — 1| =1 -1]=0<e, teda lim f(z) = 1.
Pouzitim Heineho definicie limity ukazeme, Ze neexistuje i;rr% f(x). Zoberme dve po-
stupnosti {1 + %}20:17 {1 — %}20:1' Obidve konverguji ku 1 a nll_}IIc}o f(l + %) = lim 1 =1,

n—oo
¢o je rozne od lim f(1—1) = lim (-1) = —1. O
n—oQ n—oo

Priklad 3.5.9. Dokazme, ze ak x je Dirichletova funkcia (priklad [3.1.6)), potom lim x(x),

z—at

lim x(z), lim x(z), a € R neexistuju.
r—a~ T—a

Riesenie. Oborom hodnot H(x) = {0,1} to znamené, Ze pre kazdé § > 0 je obrazom
prstencového d-okolia bodu a mnozina {0,1}. Ak b je Tubovolné realne ¢islo, tak vieme
najst ¢islo € > 0 také, ze neplati 0 € (b—e,b+¢) a zarovenr 1 € (b—¢,b+¢). Teda ziadne

¢islo b € R nie je lim x(z). Analogicky sa to ukaze pre jednostranné limity. O]
Tr—a

Uvedené priklady naznacili, aky je asi stvis medzi limitou funkcie f v bode a a jej

jednostrannymi limitami v danom bode a.

Veta 3.5.10. lim f(x) = b prdve vtedy, ak lim f(z) = lim f(x)=0.

T—a T—a r—a~

Doékaz. Ak lim f(z) = b dostavame tvrdenie vety priamo z definicii [3.5.1| a[3.5.7], pretoze

r—a

prstencové d-okolie bodu a O%(a) = (a — 6,a) U (a,a + 9).

Nech teraz lim+ f(z) = lim f(z) =b. Zvolme ubovolné ¢ > 0. Z definicie jednostran-
r—a T—a~

nych limit najdeme 6; > 0, d5 > 0 také, ze

Ve € (a,a+6) = |f(z) —b <e

aVr € (a—dq,a) = |f(x) —b| <e.

Polozme § = min{dy, d2}. Potom pre kazdé x : 0 < |z —a| < § plati, Ze bud x € (a,a+ ;)
alebo = € (a — d2,a) a pren plati nerovnost |f(x) — b| < ¢, teda lim f(x) = b. O
T—a

Veta 3.5.11. Funkcia f md v bode a najviac jednu limitu a tieZ najviac jednu limitu

sprava, resp. zlava.

Dékaz. Urobime ho pre obojstranni limitu. Predpokladajme, ze lim f(z) = A a stcasne
r—a
lim f(z) = B, prifom A # B. Zoberme ¢ = £ |A — B| > 0. Podl'a definicie 3.5.1| k tomuto

r—a
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€ existuju ¢isla 6, > 0, 09 > 0 také, ze
Vee D(f):0<|z—a| <& = |f(z)— Al <e (3.18)
Vee D(f):0< |z —al <d=|f(x)— B| <e. (3.19)
Polozme § = min{d, d5}. Potom pre vSetky z : 0 < |z —a| < ¢ plati a a teda
A= Bl < |f() — Al +17(2) - Bl < 2e = S |4~ B],

¢o je spor, preto A = B.

Podobne sa dokaze tvrdenie vety pre jednostranné limity. O]

Ak napiSeme bez hlbsieho vySetrovania symbol lim f(z) mozu nastat dva pripady. Bud
T—a
tento symbol nema zmysel, Ziadne vhodné b € R splhajtice definiciu neexistuje,

potom hovorime, Ze funkcia f nemé v bode a limitu alebo vieme najst b € R, ktoré splia

definiciu [3.5.1] a potom je hodnota symbolu lim f(z) jednoznacne urcené. Vo vsetkych
Tr—a

tvrdeniach budeme rozoznévat dve ¢asti — tvrdenie existencné a tvrdenie o hodnote limity.
Ak nie je existencia hladanej limity obsiahnuté v predpokladoch vety, musime ju dokazat.
Teda zapis }:121 f(z) = b znamena dve tvrdenia:

1. existuje limita funkcie f v bode a;

2. tato limita je rovna b.

Cvicenie
1. Na zaklade definicie dokazte, Ze:
a)limz?=4;  b)lim¥yr=2; c¢)lim-% =

z—2 z—8 z—1 TF

2. VySetrite lirri f(z), kde
z—

8
w
=

—x+1 pre z<1,

20 +2 pre x> 1;
$2—CC
b) flz) = =24

lz—1]

c) f(x) = [z].

3.6 Vety o limitach

Urcit limitu komplikovanej funkcie z definicie|3.5.1|nemusi byt vzdy jednoduché. Uvedieme
vety, ktoré pomozu vypocitat limitu funkcie, vety, ktoré ukazu niektoré lokalne vlastnosti

(t.j. vlastnosti, ktoré platia na nejakom okoli daného bodu) funkecii majtcich limitu.
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Veta 3.6.1. Nech funkcia f md v bode a limitu. Potom existuje prstencové okolie bodu a,

na ktorom je funkcia f ohranicend.

Doékaz. Nech lim f(x) = b. Podla definicie [3.5.1| pre ¢islo ¢ = 1 mdzeme néjst ¢islo § > 0
r—a

také, ze pre vietky x € Oj(a) plati nerovnost b—1 < f(x) < b+1. To znamena, ze funkcia

f je ohranic¢ené na prstencovom ¢-okoli bodu a. m

Tato veta je dolezita. K nej obratena veta hovori, ze ak je funkcia neohranic¢ena na kaz-

dom prstencovom okoli bodu a, potom li_r)n f(z) neexistuje. Funkcia nemusi mat limitu
r—a

v danom bode z viacerych dévodov, z nich jeden je neohranic¢enost. Ak vySetrujeme otazku

existencie limity funkcie v danom bode, je dobré mat na zreteli ohranicenost funkcie. Pozor

vSak, funkcia ohrani¢ené na okoli bodu a nemusi mat limitu v tomto bode.

Priklad 3.6.2. a) Funkcia f(z) = ﬁ%}l je ohraniCend v prstencovom okoli bodu 1

a lin% f(z) neexistuje (vid priklad [3.5.8]).
T—

b) Dirichletova funkcia je ohrani¢ena v okoli lubovolného bodu a € R, ale nemé limitu
v ziadnom bode a € R (vid priklad [3.5.9)).

Nasledujuca veta dava odhad hodnot funkcie. Dokaz vety vyplyva jednoducho z defini-

cie [3.5.1] a preto ho prenechavame ¢itatelovi.

Veta 3.6.3. Nech lim f(z) = b.
r—a

a) Ak r <b, potom existuje prstencové okolie bodu a, na ktorom f(x) > r.

b) Ak r > b, potom ezistuje prstencové okolie bodu a, na ktorom f(x) < r.

Poznamka. V pripade r = 0 veta hovori, Zze funkcia f zachovava znamienko svojej

limity na nejakom okoli bodu a.

Veta 3.6.4. Nech lim f(z) = A, lim g(z) = B a A < B. Potom existuje prstencové okolie
Tr—a T—a
bodu a, na ktorom f(z) < g(x).

Dokaz. Podla definicie limity k danému ¢islu € = %A > ( existujua ¢isla 01, 0o také, ze

B—-A B—-A
5 < flx) < A+ 5

—A B—-A
<g(x) < B+ 7 (3.21)

Ve:0<|z—a|l<d = A— (3.20)

Ve:0<|r—al<dy=B—

Nech § = min{dy, d5}. Potom pre vSetky = € O3 (a) plati (3.20)) a (3.21)), odkial
f(z) < 22 < g(2) a teda f(x) < g(z) pre vietky = € O}(a). O
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Veta 3.6.5. Nech lim f(z) = A, lim g(z) = B a existuje prstencové okolie bodu a, na kto-
Tr—a r—a
rom f(x) < g(z). Potom A < B.

Dokaz. Urobime ho sporom. Nech A > B. Potom podla vety na istom prstencovom
okoli bodu a plati f(x) > g(z), ¢o je v spore s predpokladom. Teda plati A < B. ]

Poznamka. Ak existuju glclg(ll f(z), ilg{ll g(x) a nerovnost medzi funkciami je ostra, napr.
f(z) < g(x) na nejakom prstencovom okoli bodu a, mozeme vo vSeobecnosti tvrdit iba
lim f(z) < lim g(x). Znak ostrej nerovnosti sa vo vSeobecnosti limitnym prechodom ne-
;;ghovéwa. laiT;C[L)r. na prstencovom okoli bodu 0, t.j. na (—1,0) U (0,1) plati z* < z?

a limz? = limz* = 0.
x—0 x—0

Veta 3.6.6. Nech na nejakom prstencovom okoli bodu a plati f(z) < h(x) < g(x). Nech
lim f(x) = lim g(z) = A. Potom lim h(x) = A.
T—a T—a

T—a
Dokaz. Podla predpokladu existuje d; také, ze
Ve:0< |z —a|l <d = f(x) <h(z) <g(x), (3.22)
a pre lubovolné ¢islo € > 0 vieme najst ¢isla d, > 0, d3 > 0 také, Ze plati
Ve:0<|z—al<do=>A—c<g(zr)<A+e, (3.23)
Ve:0<|z—a|<dz3=>A—c< f(z)<A+e. (3.24)

Polozme § = min{dy,ds,05}. Potom na prstencovom d-okoli bodu @ platia nerovnosti
(3.22), (3.23), (3.24) a preto

Ve:0<|z—al|<d=>A—-e< f(zx)<h(x)<glr)<A+e,

¢o znamend, ze lim h(x) = A. O
T—a

Désledok 3.6.7. (vety 3.6.8) Nech lim g(x) = 0 a na nejakom prstencovom okoli bodu

r—a
a plati |f(z)| < g(x), potom lim f(z) = 0.
r—a
Priklad 3.6.8. Vypocitajme lim |z[( — [1]).
z—0 z

T

Riesenie. Pre vSetky z € R, x # 0 plati

1 1 1 1
[—] <-< +1 odkial 0 < |z| (— - [—]) <z
T x r |z

9 . . IRT s . . 1 T1 _
Kedze ilir(l]() =0= ilg(l] |z|, podla vety 3.6.8 je ilir(l) lz|[(2 - [1]) =0. O

Xz
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Nasledujtice vety sa budu tykat vlastnosti limit spojenych s algebraickymi operaciami.

Veta 3.6.9. Nech lim f(z) = A, lim g(x) = B. Potom
Tr—a

o) lim |7(2)| = 4],
b) Tim(£(x) + g(a)) = A+ B,
o) Tm(f(x) - g(a)) = 4B,

d) ak B #0 je hm Er; 4,

Dokaz. Nech su splnené predpoklady vety. Potom k Tubovolne zvolenému ¢&islu n > 0
existuju ¢isla 6; > 0, d9 > 0 také, ze
Ve:0<|z—al <d =|f(x)— Al <n, (3.25)
Ve:0< |z —al <d=|g(x) — Bl <n. (3.26)

a) Kedze pre kazdé a,b € R je ||a| — |b]| < |a — b, potom podla (3.25)
) p : j , P p
Vo0 <|r—a|l <d = ||f(z)—|A]| < |f(z) — Al <,

¢o znamené, ze lim |f(z)| = |A|.
T—a
b) Zvolme Iubovolné ¢islo € > 0 a k nemu 7 tak, aby 2n = . Polozme 6 = min{d, d2}.
Potom pre kazdé x € O3 (a) plati (3.25)), (3.26]) a tak méame
Ve:0< |z —al <= |(f(z)+g(x) - (A+ B)| < [f(x) — Al +]g(z) - B| <2n =,

¢o znamend, ze lim(f(z) +g(x)) = A+ B.
T—a
¢) Z existencie lim g(x) podla vety 3.6.1 vyplyva existencia prstencového okolia bodu
T—a
a, na ktorom je funkcia g ohranic¢en4, t.j.
03 >03K >0V :0< |z —a| <d3=|g(x)] < K. (3.27)

Polozme L = max{K, |A[} a upravme pre x € Oj,(a)

|f(z)g(x) — AB| = |(f(z) — A)g(z) + (9(z) — B)A| <
< |f(z) — Allg(z)| + |g9(x) — BJ|A] < (3.28)
< L(|f(z) = A] + |g(x) — B]).
Zvolme Tubovolné ¢islo e > 0 a k nemu n > 0 tak, aby 2nL = . K ndjdenému ¢islu n
podla (3.25), najdeme prislusné 41, d5. Polozme § = min{d;, do, d3}. Na prstencovom
d-okoli bodu a plati (3.25)), (3.26)), (3.27) a z (3.28)) dostaneme

‘v’x:0<|x—a|<5:|f(m)g(x)—AB|<L<ﬁ—l—%>:5,
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a teda lim f(z)g(z) = A- B.
1

d) Dokazeme najprv, ze lim = + pokial B # 0. Podl'a predpokladu vety a vlastnosti
Tr—a

a) je lim |g(x)| = |B| > |B/2| > 0. Podla vety 3.6.3 potom existuje ¢islo d3 > 0 také, ze
r—a

B
VZL‘IO<|£B—CL|<(53:>|9($)|>§>O

1 1 B — - B
v | Lo L) |Boste)) ot

2| BP?

@) B| | Bal) (3.29)

Zvolme Tubovolné ¢islo € > 0 a k nemu 1 > 0 tak, aby 2n = ¢|B|* a prislusné d, > 0,

pre ktoré plati (3.26)). Polozme 6 = min{dy, d3}. Potom na Oj}(a) plati (3.26)), (3.29) a preto

1 1
Vm:0<]a:—a]<(5:>‘——— <e,
g(z) B
v P . 1 1
¢o znamena, ze glcllg T = B
Kedze % = f(x) - $ podla vlastnosti c) je
1 1 A
limM: lim f(z) - lim —— =A- — = —.
r—a g({[j) r—a r—a g(:L‘) B B

Désledok 3.6.10. Nech lim f(z) = A, lim g(z) = B. Potom
T—a

a) liin cf(x) =cA, c Gx]lgjl
b) lin(f () — gla)) = A - B;
c) ilg(ll(f(:zr))" = A", neN.

Priklad 3.6.11. a) Vypocitajme lin%(xQ + %)
r—r

Pouzitim Cauchyho definicie ahko dokézeme, Ze lin%x = 2. Potom, vzhladom na do-
Tr—r
1

sledok 3.6.12, je lim2? = 4 a podla vety 3.6.11 je lim1 = 1 a tiez lim(2? 4+ 1) =
T2 xz—2 T T—2 z
lima? +limi=4+1=2%
T—2 z—2 T
b) Ak P(z) je polyném P(x) = c,x" +c,_12" ' +.. .+ co, potom lim P(z) = P(a). Vy-
r—a
k

plyva to z kombinécii predchadzajucich tvrdeni a to: caz* — c¢pa® pre @ — a,

k=1,...,n a vety o stcte limit.

Uvedomme si, ze ak ma funkcia f + g, resp. f - g v bode a limitu nevyplyva z toho,

ze funkcie f, g maji v tomto bode limitu. Ilustruje to nasledujuci priklad.
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Priklad 3.6.12. Nech f(z) = 1-1+[1], g(z) = 2—[2]. Potom f(z)+g(x) = 1 pre z # 0.
Stcet tychto funkcii ma limitu ilir(l) (f(x) + g(x)) = 1 zatial ¢o ziadna z funkcii f, g nema
v bode 0 limitu (vid priklad 3.5.6).

Dalej si viimnime, Ze ak 31:1—I>I(11 f(z) =0, 91:1331 g(x) = 0 nevieme o limite podielu £ v bode a
povedat ¢i existuje a ak existuje, aké je jej hodnota.

Je to tzv. neurcity vyraz fypu g.

x

Priklad 3.6.13.  a) limz (2 — [1]) = 0 (priklad 3.6.10), lim z = 0 ale limita
- z—0 z z—0
lim @ = lim (1 — [2]) neexistuje (priklad 3.5.6).

z—0 z—0 %
. . . 2 .
b) lim2? =0, limz =0 a lim% = limz = 0.
z—0 z—0 z—0 T z—0
. . ) 2 . . . 2 o . oy P
¢) limz? =0, lim z® = 0 a lim %; neexistuje, lebo funkcia h(z) = % nie je ohranic¢en4
z—0 z—0 z—0 % z

na ziadnom prstencovom okoli bodu 0.
V $pecidlnom pripade pre limitu suc¢inu funkcii plati veta.

Veta 3.6.14. Nech lim f(x) = 0 a funkcia g je ohranicend na nejakom prstencovom okoli
r—a

bodu a. Potom lim f(x) - g(x) = 0.
r—a

Dékaz. Nech 01 > 0 je takeé, Ze funkcia g je ohranicena na Oj (a). To znamena, Ze existuje

konstanta K > 0 taka, ze

Vr:0<|z—al <d = |g(z)| < K. (3.30)
Dalej k zvolenému ¢fslu n > 0 vieme néjst d > 0 také, ze plati

Ve:0<|z—a|l <d=|f(x)] <n. (3.31)

Zvolme Tubovolné € > 0 a k nemu néajdeme 7 tak, aby nK = e a prislusné d, > 0,
pre ktoré plati (3.31]). Polozme 6 = min{d;, d2}. Potom pre kazdé = € O3 (a) plati (3.30)),

a tiez
|[f(x)g(z)| = [f(z)] - |g(x)] < Kn =,

¢o znamend, ze lim f(z) - g(x) = 0. O
T—a

Vsetky vety, ktoré sme uviedli v tejto casti, platia aj v pripade, Ze sa jedna o jedno-
stranné limity. Mozeme v tychto vetach nahradit slovo ,limita* v8ade ,limitou sprava“,
resp. ,limitou zlava“ a prislusné prstencové okolie bodu nahradit okolim sprava, resp.

okolim zlava daného bodu.
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Ostal este problém limity zlozenej funkcie.

Veta 3.6.15. Nech ezistuju lim p(z) = b a lim f(y) = A, pricom pre vSetky x z nejakého

T—a y—b
prstencového okolia bodu a plati p(x) # b. Potom v bode a existuje limita zloZenej funkcie

f(¢) a plati
lim f(p(x)) = lim f(y) = A.

T—a y—b

Doékaz. Nech cislo 01 > 0 je takeé, Ze p(z) # b pre kazdé x € O} (a). K TubovoInému ¢islu
€ > 0 najdeme n > 0 také, ze plati

Vy:0<ly—>bl<n=|fly) — Al <e. (3.32)
K najdenému ¢islu  ndjdeme do > 0 také, ze
Vr:0 < |z —a|l <d=|p(x)—0b <n. (3.33)

Polozme 6 = min{d;,ds}. Potom pre vietky = € Oi(a) plati (3.33) a ¢(x) # b, teda
y = p(x) je z prstencového n-okolia bodu b a pren plati (3.32)). Ukazali sme, Ze

Ve>030>0Ve:0<|z—al <d=|f(elx)) —A| <e,

t.j. im f(p(z)) = A. O

Tr—a

Predpoklad ¢(x) # b na nejakom prstencovom okoli bodu a je vo vete dolezity a neda

sa vylucit, ako ukazuje nasledujici priklad.
Priklad 3.6.16. a) Nech p(x) =1,z € R a

2 pre y=1,

3 pre y#L

fly) =

Plati lim p(z) = 1 pre kazdé a € R, lirq f(y) = 3. Avsak f(¢(x)) = f(1) = 2 pre kazdé
T—a y—
reRalim f(p(x)) =2#3 = lirr% f(y). Nie je splnené podmienka ¢(z) # 1 na nejakom
T—a y—

prstencovom okoli bodu a.

b) Vypotitajme lim /2 + 3. Plat{ lim(22+3) = 5, 22+3 # 5 pre z # 1 alim /§ = /5,

rz—1 z—1 y—5
potom podla vety 3.6.17 lirr% V2x + 3 = /5.
T—r
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Veta 3.6.17 déva postacujicu (nie nutni) podmienku pre existenciu limity zlozenej
funkcie. To znamené, Ze limita zloZenej funkcie moze existovat aj ked neexistuji limity

funkcii f, ¢.

Priklad 3.6.17. Ak x je Dirichletova funkcia, potom x(x(x)) = 1 pre kazdé « € R. Teda
v Tubovolnom bode a € R je lim x(x(z)) = 1 aj ked lim x(z) v ziadnom bode a € R
T—a T—a

neexistuje.
Cvicenie
Sttt Ty =D a?-3a42. 1 Vifa—1 . i /B—a—2.
L. Vypocitajte: - lim Toomys - lim =305 I ey I =
S A T T S P P
lim (45— i) lm(-1)P

2. Nech f(x) = ggg, kde P, @ st polynomy. VySetrite ;lplgi f(x) pre a € R, Q(a) # 0,

resp. a € R, Q(a) = 0.
3. Najdite lim f(g(z)), lim g(f(z)) pre

a) f(x) =7, g(x)=a+1; b) f(z) =25, g(x)=1.
4. Dokazte, Ze ak lim f(=@) existuje a lim g(x) = 0, potom lim f(z) = 0.
z—q 9(T) T—a r—a

3.7 Rozne typy limit

Limita funkcie f v bode a popisuje priebeh funkcie f v blizkosti bodu a. Pre poznanie
priebehu funkcie je vSak dolezité vediet, ako sa funkcia sprava ak bud z alebo (—zx)
neobmedzene rastie. Pre tento tucel zavedieme pojem limity funkcie v nevlastnom bode

+00, resp. —oo.

Definicia 3.7.1. a) Nech funkcia f je definovana v istom okoli bodu +oo. Hovorime,
7e ¢islo A je limitou funkcie f v bode +00, ak pre Tubovolné ¢islo ¢ > 0 existuje ¢islo
d > 0 také, ze pre vsetky = > §, x € D(f), plati nerovnost |f(z) — A| < e. Zapisujeme
lim f(z) = A.

m_ﬁo) Nech funkcia f je definovand v istom okoli bodu —oo. Hovorime, Ze ¢islo B je
limitou funkcie f v bode —oo, ak pre Tubovolné ¢islo ¢ > 0 existuje ¢islo § > 0
také, ze pre vietky x < —d, x € D(f), plati nerovnost |f(x) — B| < e. Zapisujeme

lim f(x)=B.

T—r—00

Uloha 3.7.2. Pomocou logickych symbolov zapiste definiciu m
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Geometricka interpretacia lim f(z) = A (obr.26). Ak zoberieme pas ohraniceny
Tr—00
priamkami y = A+ ¢, y = A — ¢ existuje také ¢islo § > 0, ze vietky body [z, f(z)] grafu
funkcie y = f(x) lezia pre > § vo vnutri tohto péasu.

Geometricku interpretaciu lim f(z) = B prenechavame ¢itatelovi.
T—>—00

obr.26

Priklad 3.7.3. a) Nech f(z) = &, n € N. Dokézme, Ze lirf - =0. Pre z > 1 plati
T—r1=00
l<z<a™ateda 0 < rin < % Ak % < g, potom pre vSetky z > § = max{l,%} bude
win <eg, t.j. lim fn = 0. Dokaz, ze lim xin = 0 prenechavame citatelovi.
T—00 r—r—00

b) Nech f(x) = gi;ﬁ Dokézme, ze lim f(z) = 2. Utvorme rozdiel
T—00
(@) 2 202 —1 2 -5 < 5 < 1
rT)— —| = _— =l _— —_—
3 322+1 3 3322 +1)| 922 a2

Nerovnost |f(:v) — §| < ¢ bude splnené, ak x% < g, t.j. pre véetky x > § = % Teda
i -2
fim f(z) =3
¢) Nech f(z) =22+ 1+ x. Dokdzme, ze lim f(z) = 0. Upravme

T—r—00

1 1
va?+1 ‘: < < 0.
‘ v+ 1+ Pl 2 pre «

Ak L <e tjakae < -0 = —% bude ‘\/.CEQ +1 +:1:’ < g, to znamena lim f(z) =0.

2|z Z——00

Nasledujtuca veta je uzitocna pri vypocte limit v 400, resp. —oc.

Veta 3.7.4. ) lim f(z) = A prdve vtedy, ak lim f(1) = A.
T—00 z—0t
b) lim f(x)= B prdve vtedy, ak 1iI(I]1 f(t)=B.
T—r—00 z—0—

Dokaz. a) Nech lim f(x) = A, t.j.

T—00

Ve >030; >0Ve > = |f(zx) — Al <e.
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Polozme = = 1. Potom pre 0 < ¢ < % plati 1 > &) a teda |f(}) — Al = |f(z) — A| <e.

Oznacme § = %. Ukézali sme tak, ze
1
Ve>035>OVte(O,6):>‘f<¥> —A‘ <e

v s~ . l —
¢o znamena, 7e t1_1>151+ f(t) A.

Nech teraz lim+ f(%) = A. To znamena
z—0

1
VE>0351>OVxe(O,51):>‘f(—) —A‘ <e.
x
Ozna¢me t = 1. Pre 0 <z < §; je t > % al|f(t)—A| <e. Ak poloiime(S:% mame

Ve>030>0Vt>0=|f(t)— Al <e, tj. lim f(t) = A.

t—o0
Pripad b) dokézeme podobne. O
Priklad 3.7.5. Vypocitajme lim %
T—00

Riesenie. 5

3r+1 .=+ 1 . 3+ 3

im = lim 3 = lim = —.

z—00 2 + D z—0* > +5 r—0+ 2 + bx 2

[]

Ak limita funkcie f sa rovna A pre x — a, resp. x — 400, x — —o0 hovorime namiesto
,»f(x) ma limitu rovnt A tiez ,, f(z) ma vlastna limitu“. Vety, ktoré sme doteraz uviedli
pre vlastné limity v bode a platia aj pre vlastné limity v +oo, resp. —oc. Citatel si Tahko
sformuluje a dokaze tieto vety. Je potrebné si iba ujasnit, Ze pod prstencovym okolim
bodu +oo (—o0) rozumieme nejaky interval (§,00) ((—oo, —4)), kde 6 > 0.

Vieme uz, ze nutnou podmienkou k tomu, aby funkcia mala vlastni limitu v bode a
(moze byt aj a = +o00, resp. a = —o0) je ohranicenost tejto funkcie na nejakom prs-
tencovom okoli bodu a. Uvazujme funkciu f(z) = x—12 Tato funkcia nie je ohrani¢ené
na ziadnom prstencovom okoli bodu nula a preto nema vlastni limitu v tomto bode. Ked
sa vSak argument x blizi k nule hodnota f(z) neobmedzene narasta. Hovorime, Ze funkcia

f(z) = &% mé v bode 0 nevlastna limitu +oo.

Definicia 3.7.6. Nech funkcia f je definovana na nejakom prstencovom okoli bodu a.
Hovorime, ze funkcia f ma v bode a nevlastni limitu +oo (resp. —c0), ak ku kazdému
¢islu K > 0 existuje ¢islo § > 0 také, ze pre vsetky = € D(f), pre ktoré 0 < |z — a| < §,
plati nerovnost f(x) > K (resp. f(z) < —K). Ozna¢ujeme ilgl’cll f(z) =00

(resp. }grclb f(x) = —00).
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Geometricka interpretacia lim f(x) = oco. Ak je dané ¢islo K > 0 akokol'vek velké,
r—a
lezia body [z, f(x)] grafu funkcie f (vynimkou moze byt bod [a, f(a)]) nad priamkou

y = K, ak hodnota argumentu z lezi v intervale (a — d,a) U (a,a + 9).

Y

|
!
!
!
!
!
!
I
!
I
1
0 a—§ @ a+§ z

Ak v definicii namiesto prstencového d-okolia bodu a zoberieme pravé okolie
bodu a, t.j. interval (a,a + d), resp. lavé okolie bodu a, t.j. interval (a — 9, a), dostaneme
definiciu nevlastnej limity v bode a sprava, resp. v bode a zlava.

Podobne z definicie dostaneme definiciu nevlastnej limity v nevlastnom bode
+00, resp. —oo, ak namiesto prstencového d-okolia bodu a uvazujeme okolie bodu +o0,
resp. —oo, t.j. interval (9, 00), resp. (—oo, —§), kde § > 0.

Ako v pripade vlastnej limity aj pre nevlastné limity plati veta [3.5.10] to znamena

lim f(x) = 400 (—o0) prave vtedy, ak lim f(z) = lim f(z) = 400 (—00).
z—a z—at z—a~

Uloha 3.7.7. Pomocou logickych symbolov sformulujte nasledujice tvrdenia a urobte ich

geometrickd interpretéciu:

lim f(z) =400, lim f(z) =400, lim f(z)=—o0, lim f(x)= —o0,
rz—at r—a— r—at r—a—

lim f(z) =400, lim f(z)=—o00, lim f(z)=+4o00, lim f(z)= —o0,
T—00 T—00 T——00 T——00

lim f(z) = —o0.

r—a

Priklad 3.7.8. a) Dokazme, ze lir% % = 00.
z—>

Nerovnost I—lg > K, K je Tubovolné kladné &islo, je splnena, ak 2? < &, t.j. |z] < \/L?
Polozme § = \/% Potom

1
Ve:0< |z] <d= f(z) == > K.

12

b) Dokazeme, 7e lim 1 = oo, lim 1 = —oo.
z—0t+ ¥ z—0— %

Zoberme K Tubovolné kladné ¢islo. Nerovnost % > K > 0jesplnenaprex > 0a x < %

PoloZzme 6 = % Potom pre vsetky = € (0, %) plati % > K, t.j. lim % = 00.

z—0t
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Podobne nerovnost % < —K < 0 bude splnena pre x < 0 a z > —%. Polozme ¢ = %,
potom pre vietky x € (—0,0) plati % < —K, tj. lim % = —o0.
z—0~
c) Dokazme, ze lim 2" = oo, n € N.
T—00

Vieme, ze (1 + h)" > 1+ nh pre h > 0, n € N. V intervale (1,00) je z —1 > 0 a teda
2" =14+ (x—-1))">1+n(z—1). Kedze lim (1 +n(x —1)) = oo, na zaklade vety [3.6.5
T—>00

je lim 2™ = oc.
T—00

Teraz dokaZeme niekol'ko viet o nevlastnych limitach. Budeme ich formulovat pre limity
vo vlastnom bode. Citatel sam Tahko sformuluje a dokaZe analogické tvrdenia pre limity

v nevlastnom bode +oo, resp. —oo.

Veta 3.7.9. Nech lim f(z) = oo a funkcia g je zdola ohranicend na nejakom prstencovom
Tr—a

okoli bodu a. Potom lim(f(x)+ g(z)) = oo.
r—a

Dokaz. Nech K je Tubovolné kladné ¢islo. Funkcia ¢ je ohrani¢ena zdola na nejakom

prstencovom okoli bodu a, t.j. existuja 6; > 0 a k € R také, ze
Vr:0<|z—al <d = g(r) >k (3.34)

Dalej z predpokladu lim f(z) = co mame, ze pre kazdé ¢islo K’ > 0, teda aj K’ > K —k
r—a

existuje ¢islo d > 0 také, ze
Vo:0<|z—a|l<d= f(x)> K" (3.35)
Polozme ¢ = min{d,d>}. Potom na O} (a) platf (3.34), a tak
Vi:0<|z—a|<d= f(z)+g(x)>K +k>K,

to znamena lim (f(z) + g(x)) = oo. O

T—ra

Désledok 3.7.10. vety [3.7.9] Nech lim f(x) = oo a lim g(z) > —oo. Potom

r—ra T—ra

lim (f(z) + g(x)) = oo.
Ak lim g(x) = —oo neda sa o limite suc¢tu f + g v bode a povedat ¢ existuje. Je to
T—a

tzv. neurcity vyraz typu oo — oo.

Priklad 3.7.11. a) lim (z + (—1)F) = oo pretoze lim z = oo a funkcia g(z) = (—1)%

T—00 T—00

je ohrani¢ena funkcia (veta|3.7.9)),

b) lim (z® + 2?) = co pretoze lim 2% = lim 22 = co (dosledok [3.7.10)).
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c¢) Vysetrime lim (2% — 2?).KedZze lim 2*> = oo = lim 2? dostavame neurcity vyraz
s0 — o0, Aviak 2% — 22 = 2 (x —1). o o
Zoberme K Tubovolné kladné ¢islo. Potom pre z > VK je 22 > VK aak z > 1 + VK
je £ —1 > VK. Zoberme teraz K > 1, potom 1 + VK > VK > VK a pre vietky
z>6=1++K bude 2*(z — 1) > K, to znamen4 xlgg)(ﬁ + z?%) = co.

d) Vysetrime :}1_{{)10(\/3:27—1—1 — z). Kedze pre x > 0 plati v22+1 > 2 a wh_g)lo:c = o0,
potom je :Ch_)rgo V22 + 1 = co. Mame neurdity vyraz co—oo. Aviak plati g}l_}t&(\/m—x) =
= 0.

lim ———
z—00 Vai+lta

Veta 3.7.12. Nech lim f(z) = oo a funkcia g je ohranicend zdola kladnym c¢islom na ne-
T—a

jakom prstencovom okoli bodu a. Potom lim f(x) - g(x) = oo.
r—a

Doékaz. Nech 0; > 0 je také, ze na prstencovom d;-okoli bodu a je funkcia g zdola ohrani-

¢end kladnou konstantou, t.j. existuje £ > 0 také, ze
Ve:0<|z—a|l <d = g(zx) >k (3.36)
Ealej k zvolenému ¢islu L > 0 vieme najst o, > 0 také, ze

Ve:0< |z —a|l <d= f(x) > L. (3.37)

Nech K je lubovolné kladné ¢islo a k nemu zvolme L = % K tomuto L najdeme prislusné

2, aby platilo (3.37)). Polozme 6 = min{d;, d2}. Potom pre kazdé = € Oj(a) plati (3.36),
3.37) a teda f(z) - g(x) > Lk = K. Ukazali sme, ze lim f(x)g(z) = oc. O
r—a

Désledok 3.7.13. (vety [3.7.12)) Nech lim f(z) = oo a lim g(z) > A > 0. Potom plati

r—a r—a
lim f(z)g(x) = oo.
r—a

Ak lim g(z) = 0 neda sa o limite sta¢inu f - g povedat ¢i existuje. Je to tzv. neurcity
T—a
vyraz typu 0 - co.

Priklad 3.7.14. a) lim z%(z — [x] + 2) = oo, pretoze lim 22 = cc ax — [z] +2 > 2

T—r00 T—r00

pre kazdé x € R (veta [3.7.12)).
b) lim zv1+ 22 = oo, pretoze lim z = oo, lim /14 22 = oo (désledok [3.7.13]).
T—r00

T—00 T—00

¢) lim =0, limzv1+22=00a
z—oo0 ¥ z—00

lim (l)(x\/l +x2) = lim V1 + 22 = .
T—00 T—00

T
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1+
d) lim % =0, hm V14122 =00a hm m—(:z:\/l—kzvz) = lim IT”Q = lim+ =
T—00 T—00 z—0 T
lim Va2 + 1 = 1.
z—0t

Nasledujuce dve vety uvedieme bez dokazu, pretoze ich dékaz lahko vyplyva z definicii

prislusnych limit.

Veta 3.7.15. Nech lim |f(z)| = oo, potom lim +~ = 0.
r—a r—a f(z)

Veta 3.7.16. Nech lim f(z) = 0 a na nejakom prstencovom okoli bodu a je f(x) > 0
r—a

i 1 _ im - —
(f(x) <0). Potom iﬂm =00 (iliré & = 00).
Priklad 3.7.17. a) lim T = 00, pretoze lim Vr=0a+/r>0prex>0.
z—0t z—0
b) glﬁlgéﬁ = 00, lebo glcli% 22" = 0, n € N. Avsak ylcli\%# neexistuje, pretoze
22" meni znamienko v bode 0 a lim —T = 00,
z—0
11)%1 m2i+1 = —00.

Ak lim f(z) = £o0, lim g(z) = £o0, neda sa ni¢ povedat o existencii limity podielu 5
T—a Tr—a

Je to tzv. neurcity vyraz typyu 2.
2 . 2 . 2 1
Priklad 3.7.18. a) xh_)rrolox = 00, 9011_>I£10(2$ +1)=a hm o QH = 111%1+ 57 = 5

b) lim (a:3 +x+1) = oo, lim(z? + 1) = oo a pre podlel dostaneme lim :”;{—?T =
T—>00 T—00
mlg&(:r—l— 2+1) = 00.
: z(z—[z]+2) f o1l r(z—[z]+2 _
c) lim r(x—[z]+2) = oo, g}ggo(x—l— l)=o00a lim =5 neexistuje, lebo =5-= =
—[z] +2— x;[f;rQ, Tim. :”;[_f];“z =0a Ih_}r{.lo(a: — [z] 4+ 2) neexistuje.
CvicCenie
1. Na zaklade definicie dokazte, Ze: lim (\/ x2+1-— x) =0, lim 2% = —o0,
T—r00 T—r—00
lim ﬁ = —00.
z—1~
2. Vypoditajte: $l_1>m \/1 +r+a?—V1-—z—2?); hm #;
. P(:[j) . 1
xh_)l{.lo 0w @ gcl_1>r_noO , kde P, @) st polynémys; hm \ G 2)3, hm 15
3. Uréte lim(f(z) + ( )) za predpokladu, Ze:
r—a
a) lim f(z) = —oo, funkcia g je zhora ohrani¢ena na nejakom prstencovom okoli
r—a
bodu a,
b) lim f(x) = o0, lim g(r) = —oc.

4. VySetrite lim ggg v bode a, kde P, @ st polynoémy a Q(a) =
Tr—a
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5. Rozhodnite, ¢i platia tvrdenia:
a) Nech funkcia f je definovana na R a nie je zhora ohrani¢ena na ziadnom prs-
tencovom okoli bodu 0. Potom 91612[1) f(z) = 0.
b) Nech 9161_r>r(1) f(z) = oo. Potom existuje okolie bodu 0 také, Ze funkcia f je zdola
ohrani¢ena na tomto okoli.
6. Nech f je nekonstantna, periodicka funkcia definovana na R. Dokazte, ze potom
neexistuje xh_>nolo f(z), xEerf(x).
7. Nech funkcia f je definovana a neklesajica na (a,b). Potom, ak:

a) f je zhora ohrani¢ena na (a,b) je liril f(x) = sup f(z);
T~ z€(a,b)

b) f nie je zhora ohranic¢ena na (a,b) je lirgl f(z) = oo;
T—b—

z€(a,b)

)
c) f je zdola ohrani¢ena na (a,b) je lim+ f(z) = inf f(z);
T—a
d) f nie je zdola ohrani¢ena na (a,b) je lim+ f(z) = —o0.

r—a

Dokézte. Sformulujte a dokazte analogické tvrdenie pre nerasticu funkciu.

3.8 Spojité funkcie

fla)+e Y

f(a)%gi // /

f(r) uréuje f(a) schyboumensou ako e

obr.27 obr.28

V praxi, pri vypocte hodnoty funkcie s predpisanou presnostou, sa ¢asto zameni hod-
nota argumentu nejakou jeho pribliznou hodnotou a pre tiito sa vypocita funkéna hodnota.
Napr. namiesto danej iracionalnej hodnoty argumentu sa zoberie jeho priblizna racionalna
hodnota. Cim presnejsie checeme vypoéitat hodnotu funkcie f(a), tym ,blizsie* k hodnote
a berieme pribliznit hodnotu argumentu. Toto vSsak mo6zeme pouzit iba vtedy, ak vopred
vieme, Ze zmena funkénej hodnoty (t.j. pripustna chyba) moze byt urobena dostatocne
mald pre malé zmeny argumentu (obr.27). Ttuto vlastnost nemé kazdéa funkcia, nema ju

funkcia, ktorej funkéné hodnota sa meni ,,skokom* (obr.28). Napr. nie je mozné vypocitat
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hodnotu Dirichletovej funkcie s Tubovolnou presnostou v bode v/2 zamenou /2 za pri-
bliznt racionalnu hodnotu, lebo x(v/2) = 0 ale x(r) = 1 v Iubovolnom r € Q. Vlastnost
funkcie — malej zmene argumentu odpoveda mald zmeny funkénej hodnoty — nazveme

spojitost. Tieto avahy matematicky presne vystihuje pojem limity.

Definicia 3.8.1. Funkciu f definovani na nejakom okoli bodu ¢ nazveme spojitou

v bode a, ak

lim f(z) = f(a). (3.38)

r—a
To znamena, 7ze ak je funkcia f spojita v bode a, potom plati:

1. a € D(f);
2. funkcia je definovana na nejakom okoli bodu a, to znamena, ze existuje ¢islo § > 0
také, ze (a — d,a +9) C D(f);
3. existuje vlastna limita lim f(z) = A;
4. A= f(a). o
Podmienku spojitosti funkcie f v bode a, ktora je vyjadrena podmienkou (3.38)) mozeme

sformulovat pomocou logickych symbolov aj pomocou postupnosti takto:

Ve>030>0Ve e D(f):|lx—a| <d=|f(x)— fla)|] <e. (3.39)
V{x,}o0y, @, € D(f), nlgrolo T, =a= 7}13)10 f(zn) = f(a). (3.40)

Upozornujeme, ze v definicii spojitosti, na rozdiel od definicie limity, bod a ako aj
funkéné hodnota f(a) sa nevylucuju z nerovnosti . Bod, v ktorom funkcia f nie
je spojita, nazyvame bodom nespojitosti funkcie f. Bod a je bodom nespojitosti fun-
kcie f, ak nie je splnené aspon jedna z podmienok 1)-4). V pripade, ak existuje vlastna
glﬂl_rg f(z) = A ale bod a nepatri do defini¢ného oboru funkcie f, moézeme funkciu f dode-

finovat v bode a tak, aby bola spojita v tomto bode. Polozime

Fo) = f(x) prex#a,

A pre r = a.

Priklad 3.8.2. a) Funkcia f(z) = x je spojitd v kazdom bode a € R, lebo lim f(x) =

r—a

ilg(ll:v:a: f(a).

b) Funkcia
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nie je spojita v bode 0, lebo liII(lJ f(x)=1#0= f(0).
T—
c¢) Funkcia f(x) = v/z je spojita v kazdom bode a > 0. KedZe f(a) = /a tpravou
p—a__|r—d
VT —a va o
Zoberme Tubovolné ¢islo € > 0 a k nemu § = y/ae. Potom pre kazdé x: |x —a| < § = Jae

zo vztahu (3.41) dostaneme |f(z) — f(a)| = |v/x — Va| < . Ukazali sme, ze plati (3.39),
t.j. f(z) =/ je spojita v bode a > 0.

d) Funkcia f(x) = % nie je spojita v bode 0, pretoZe nie je definovana v bode 0. Nedéa

(3.41)

[f(z) = fla)l = Ve = Va| =

sa ani v bode 0 dodefinovat na spojitu funkciu, pretoze lim+ f(x) =1, lim f(z) = —1,
z—0 z—0~
to znamena, Ze neexistuje liH(l) f(z).
Tr—r
e) Funkcia f(z) = 2 (2 — [1]) nie je spojitd v bode 0, lebo 0 ¢ D(f) ale (priklad [3.6.8)

lin% x(% — [ﬂ) = 0. Moézeme funkciu f dodefinovat na funkciu spojiti v bode 0
—

i
I
I
I
I
I
l
x 0 a €T

0

funkcia spojité sprava, nespojité zlava v bode a  funkcia nespojita sprava, spojita zlava v bode a

obr.29 obr.30

Definicia 3.8.3. Funkciu f definovani na nejakom intervale (a, a+9) ((a—0, a)) nazveme

spojitou sprava (resp. zl'ava) v bode a, ak lim f(z) = f(a) (resp. lim f(z) = f(a))
T—a Tr—a—

(obr.29 (30)).

Je zrejmé, ze plati veta.

Veta 3.8.4. Funkcia f je spojitd v bode a prdve vtedy, ak je v bode a spojitd sprava aj

4
zlava.
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Priklad 3.8.5. Funkcia F(z) = [z] je spojita sprava a nespojita zlava v kazdom bode
a € Z.

Riesenie. Nech a € Z, potom E(a) = a.
VysSetrime spojitost sprava v bode a. Ak zoberieme 6; € (0,1), potom pre = € (a,a+d;)

plati @ < [z] < z teda |E(z) — E(a)] = [¢] — a < z — a. Nech je dané Tubovolné
e > 0. Polozme § = min{1,e}. Potom pre kazdé = € (a,a + ) plati |E(x) — E(a)| < ¢,
t.j. lim = E(a).

z—at

Nespojitost zlava v bode a. Ak = < a, potom
z]<a—1<a a |[zg]—a|=a—[z] > 1
To znamend, Ze existuje ¢ = 1 také, ze pre kazdé § > 0 existuje z5s € (a — 0,a) taky,

ze |E(zs — E(a))| = |[xs] — a| > 1. Teda funkcia E nie je spojita zlava v bode a. O

Z viet o limitach funkcii v bode a definicie spojitosti funkcie v bode dostavame nasle-

dujtce vety.

Veta 3.8.6. Nech funkcie [, g siu spojité v bode a. Potom aj funkcie f+g, f—g, [+ g,
|f| st spojité v bode a. Naviac, ak g(a) # 0 je aj funkcia 5 spojitd v bode a.

Dokaz vety jednoducho vyplyva z definicie a vety [3.6.9

Priklad 3.8.7. a) Funkcia f(z) = 2™, n € N je spojita v kazdom bode a € R. Vyplyva
to z vety 3.8.6 a z faktu, ze funkcia f(x) = x je spojita v kazdom bode a € R.

b) Polynomicka funkcia P(z) = ag + a1 + ... + a,2™, a; € R, 1 = 0,...,n je spojita
v kazdom a € R. Vyplyva to z prikladu a) a vety [3.8.6]
)
bode a € R, pre ktory Q(a) # 0. Vyplyva to z prikladu b) a vety [3.8.6]

c) Racionélna funkcia R(z) = , kde P(z), Q(x) su polynomy, je spojita v kazdom

Veta 3.8.8. Nech funkcia f je spojitd v bode a. Potom je ohranicend na nejakom okoli
bodu a (t.j. 30 > 0 Jc > 0 Vo € Os(a) = |f(z)] < ¢).

Dokaz vety vyplyva z definicie [3.8.1) a vety [3.6.1}

Veta 3.8.9. Nech funkcia f je spojita v bode a, pricom f(a) # 0. Potom na nejakom

okoli bodu a znamienko funkcie f je totoziné so znamienkom f(a).

Dokaz vyplyva z definicie a vety [3.6.3]

Veta 3.8.10. Nech lim p(x) = b a funkcia f je spojitd v bode b. Potom
r—a
lim 7 ((x)) = f(b).
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Doékaz. Nech je dané l'ubovolné € > 0. Vzhladom na spojitost funkcie f v bode b existuje

¢islo n > 0 také, ze
pre kazdé y:|y—bl <n plati |f(y) — f(b)| <e. (3.42)
K najdenému 7 existuje ¢islo o > 0 také, ze
pre kazdé z:0< |z —a| < plati |o(z) — (b)] <e,

vzhladom na existenciu lim p(z). Av8ak pre vietky = € Oj(a) je y = ¢(x) € O,(b),
T—a
¢o znamend, ze plati (3.42)). Ukézali sme, ze
Ve>030>0Ve:0<|z—al<d=|f(e(x)— f(b)] <e,

. lim f(p(x)) = £(b). =

Poznamka. Veta[3.8.10[sa lisi od vety [3.6.15(v tom, Ze predpoklad ¢(x) # b na nejakom
prstencovom okoli bodu a sa nahradil predpokladom spojitosti vonkajsej zlozky zlozenej

funkcie f(y) v bode b.

Veta 3.8.11. |o spojitosti zloZenej funkcie| Nech funkcia ¢ je spojitda v bode a, funkcia
f je spojitad v bode b = ¢(a). Potom funkcia f(p(z)) je spojita v bode a.

Dokaz vety vyplyva z definicie a vety [3.8.10]
Uvedené vety davaju len postacujice podmienky spojitosti suctu, sic¢inu, podielu fun-

kcii a zloZenej funkcie.

Priklad 3.8.12. a) Funkcia f(x) = x je spojita v bode 0,

| pre x # 0
funkcia g(z) = ¢ * nie je spojitd v bode 0.
0 prex=0
gz pre x # 0
Sacin h(z) = f(z) - g(x) = * je funkcia spojita v bode 0.
0 prex =0

b) Dirichletova funkcia y(z) je nespojitd v Tubovolnom a € R. ZloZena funkcia
X(x(z)) =1 je spojita v kazdom bode a € R.
1 pre x racionélne
c) Funkcia f(x) =

—1 pre x iracionélne

je nespojitd v Tubovolnom bode a € R. Avsak funkcia F(z) = (f(z))? = 1 je spojita

v kazdom bode a € R.
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Cvicenie

1.

3.9

Pomocou (¢ — §) definicie dokaZte spojitost funkcie f(z) = 22 — 3z — 1 v bode

ZL’OZQ.

. Vygetrite spojitost funkcif: f(z) = 2%; f(z) =2 [2]; f(z)= —2

14237 1+21/1‘7

1—e® 1
== pre x < 0 = bprexr# —1

flz) = L f@) =1 s fl2) = [3]-
2c —1 prex >0 0 pre x = —1

Zistite, ¢i sa da funkcia f spojite dodefinovat v bode a, ak:

F#) = S g0 f(r) = B3 a0
Zistite, ci:
a) moze byt sucet, sucin dvoch nespojitych funkcii v bode a funkcia spojita
v bode a;
b) mozu byt funkcie f + g, f - g spojité v bode a, ak f je spojita v bode a, g je
nespojita v bode a.
Uved'te priklady.
Zistite, ¢i plati tvrdenie:
a) Funkcia f je spojita v bode a, funkcia g je ohrani¢ené na istom okoli bodu a.
Potom je f - g spojitd v bode a.
b) Funkcia f je spojita v bode a, f(a) = 0, funkcia g je ohrani¢ena na istom okoli
bodu a. Potom f - g je spojita v bode a.
Uvedte priklady.
Nech fi, fa2, f5 st také funkcie, Ze fi + fo + f3 je spojitd v bode a € R. Potom st
bud vSetky tri funkcie spojité v bode a alebo asponi dve z nich s spojité v bode a.
Ukézte na prikladoch, ze mézu nastat obidva pripady.
Najdite priklad funkcie f : R — R, aby:
a) bola spojita iba v jednom bode;
b) bola nespojita iba v bodoch 0, %, 1.

9

Spojitost funkcie na mnoZine

Definicia 3.9.1. Funkciu f definovant na mnozine M nazyvame spojitou na M, ak je

spojitéd v kazdom bode mnoziny M.

Funkciu f definovani na intervale (a,b) nazyvame spojitou na (a,b), ak je spojita

v kazdom bode intervalu (a, b), spojita sprava v bode a a spojita zlava v bode b.
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Priklad 3.9.2. a) Polynomicka funkcia P(x) je spojita na R.
b) Funkcia F(z) = [z] je spojita na intervaloch (0, 1), (0, 1) ale nie je spojité na intervale
(0, 1), lebo nie je spojita v bode 1 zlava ( lim FE(z) =0 # 1 = E(1)).
T—1~

Vieme, Ze spojitost funkcie v bode dava urcita informéciu o vlastnostiach funkcie na is-
tom okoli tohto bodu (napr. vety|3.8.8,[3.8.9). Poznamenajme vsak, Ze zo spojitosti funkcie

f v bode nevyplyva spojitost tejto funkcie na nejakom okoli tohto bodu. Napr. funkcia

x, pre x racionalne,
fz) = o
—x, pre x iracionalne,
je spojita iba v bode 0 a nespojita v kazdom bode roznom od 0 (Dokazte!). D4 sa o¢akavat,
ze predpoklad spojitosti funkcie na mnozine bude zarukou ,,dobrych® vlastnosti funkcie
f na tejto mnozine. Ukazuje sa, ze tieto vlastnosti st aj dosledkom Struktary mnoziny

redlnych cisel, hlavne axiomy o supreme, resp. vety o infime.

Veta 3.9.3. [Weierstrassova o ohrani¢enosti] Nech funkcia f je definovana a spojita

na uzavretom intervale (a, b). Potom je funkcia f ohrani¢ena na (a, b).

Doékaz. Pripustme, Ze funkcia f je spojita na (a, b) a nie je na tomto intervale ohranic¢ena.
To znamena

Vn € N 3z, € (a,b) : |f(z,)| > n. (3.43)

Postupnost {x,}>, je ohrani¢end a podla Bolzano—Weierstrassovej vety (veta [2.6.7)) sa
z tejto postupnosti da vybrat konvergentna postupnost, t.j. existuje postupnost {z,, }3,

a Cislo a také, ze
a<z, <b, k=12... a klimxnk:oz. (3.44)
—00

Z prvej podmienky (3.44)) vyplyva, Ze o € (a,b) a vzhladom na spojitost funkcie f v bo-

de o mame

klim f(@n,) = fla). (3.45)

—00

Avsak vztah (3.43) plati aj pre n = ng, t.j. |f(zn, )| > e, k= 1,2,..., odkial dostavame,

ze klim |f(nk)| = co. To je v8ak v spore s (3.45)). O
—00

Podl'a dokazanej vety je mnozina

A={y,yeR:3Jr € (a,b),y = f()} CR
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neprazdna, ohrani¢end a preto existuju sup A = sup f(x), inf A = i1<(1fb> f(x).
z€(a,b) ze(a,
Uvedomme si, ze obidva predpoklady vety — spojitost funkcie f a uzavretost

intervalu (a,b) — zohravaju dolezitu dlohu.

Priklad 3.9.4. a) Funkcia f(z) = 1 je spojitd na otvorenom intervale (0,1) a nie je
na tomto intervale ohranicena.
b) Funkcia f(z) = 2% je spojitad na (—o0o, c0) no nie je tam ohrani¢ena.

¢) Funkcia

] =

pre 0 <z <1,
fz) =

0 prexz =0,
je definované na uzavretom intervale (0, 1), ale na tomto intervale nie je spojita a nie je

ohranicena.

Veta 3.9.5. [Weierstrassova o minime a maxime| Nech funkcia f je definovana a spo-
jitd na uzavretom intervale (a,b). Potom funkcia f nadobuda na (a,b) svoje maximum
a minimum (to znamena existuji body ¢,d € (a,b) také, ze pre kazdé x € (a,b) plati

fle) < flx) < f(d)).

Dokaz. Kedze f je spojita na (a,b) je, podla vety [3.9.3] ohrani¢ena na (a,b) a existuji

M = sup f(z), m = i?fb>f(x). Chceme ukézat, ze existuju ¢isla ¢, d € (a,b) take,
z€(a,b) z€la,

2ef(c)=m, f(d):M
Dokaz urobime pre maximum. Predpokladajme, Ze neexistuje také d. Potom pre vsetky
x € (a,b) plati f(z) < M odkial M — f(z) > 0. Kedze M — f(x) je spojita funkcia

na intervale (a, b) je aj funkcia g(x) = M+(m) spojita na (a, by (veta[3.8.6|a definicia|3.9.1)).

Podla vety je funkcia g ohrani¢end na (a,b), to znamena

1

3K>0Vm€<a,b):>()<g(x):M_—f(x)

<K,
odkial vyplyva
1
flz) < M — 174 < M pre kazdé z € (a,b),

¢o je spor s vlastnostou suprema. Preto existuje d € (a,b) také, ze f(d) = M.

Analogicky sa urobi dékaz v pripade minima. O

Veta neriesi otazku o pocte bodov, v ktorych ma spojita funkcia najviacsiu (najmensiu)

hodnotu, ani otdzku néjdenia extrémov.
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Napr. funkcia f(z) = |z — [z] — 1| m4 na intervale (0,2) najviicsiu hodnotu £ v bodoch
0,1,2 a najmensiu hodnotu 0 v bodoch 3, 3 (obr.31).
Funkcia
r+2 pre -2<z<—1,
flx) =41 pre —1 <z <1,
2—xz prel <z <2

je spojité na intervale (—2, 2), nadobtuda minimalnu hodnotu 0 v bodoch —2, 2, maximélnu

hodnotu 1, pritom f(x) =1 na (—1,1) (obr.32).
Y
0 1 2=
obr.31 obr.32

Nasledujuci priklad ilustruje, Ze aj vo vete [3.9.5] obidva predpoklady zohravaju dolezitu

ulohu.

Priklad 3.9.6. a) Funkcia

Y
r+1 pre —-1<z<0, A@l
flz) =0 =

pre z = 0,

r—1 pre0 <z <1, ~1
obr.33

je nespojita na (—1,1). Ma supremum rovné 1, infimum —1, avsak f(z) # 1 a f(x) # —
pre kazdé z € (—1,1) (obr.33).
b) Funkcia f(z) = x? je spojitd na otvorenom intervale (0,1) a nenadobuda svoje

infimum, ktoré je rovné 0 a svoje supremum, ktoré je rovné 1 (0 < f(z) < 1 pre kazdé

€ (0,1)).

Veta 3.9.7. [Darbouxova[)| Nech funkcia f je definovana a spojita na (a, b) a f(a) # f(b).
Potom ku kazdému ¢islu d leziacemu medzi hodnotami f(a), f(b) existuje aspon jeden
bod ¢ € (a,b) taky, Ze f(c) = d (obr.34).

10Jean Gaston Darboux (1842-1917), franctizsky matematik, profesor na Univerzite v Sorbone.
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y
1| — ‘
o/
="
f(a) [ 1 |

0 c -

Dékaz. Podla predpokladu f(a) # f(b). Nech napr. f(a) < f(b). Mame dokéazat, ze

Vd € (f(a), f(b)) Tc € {(a,b) : f(c) =d.

Ak d = f(a) staci polozit ¢ = a. Ak d = f(b) polozime ¢ = b. VySetrime teraz pripad
fla) < d < f(b).

Definujme mnozinu A = {x : € (a,b) a f(x) < d}. Mnozina A je neprazdna (a € A),
ohrani¢ené a preto podla axiémy o supreme existuje ¢ = sup A, ¢ € (a,b). Ukazeme, Ze
f(c) =d.

Nech f(c¢) < d. Funkcia f je spojitd v bode ¢ sprava, t.j. xlggr f(x) = f(c) a podla
vety 3.6.3 existuje § > 0 také, ze f(x) < d pre vSetky = € (c,c + §). Potom pre o €
(c,e+9)N{a,b) je f(a) < d ateda a € A. To je vSak spor s tym, ze ¢ = sup A.

Nech f(c) > d. Zo spojitosti funkcie f v bode c zlava, t.j. lim f(x) = f(c), a podla
vety 3.6.3 existuje n > 0 také, ze f(x) > d pre vsetky = € (c —367;,)00), ¢o je v8ak opéat spor
s tym, Ze ¢ = sup A.

Ostéva teda len moznost f(c) = d. O

Veta 3.9.8. [Bolzanova| Nech funkcia f je definovana a spojitd na uzavretom intervale
(a,by a f(a)- f(b) < 0. Potom funkcia f nadobuda v intervale (a, b) nulov hodnotu (t.j.
existuje bod ¢ € (a,b) taky, ze f(c) =0).

Dokaz. Kedze f(a)-f(b) < 0 ¢islo d = 0 lezi medzi hodnotami f(a), f(b) a podla vety|3.9.7]
existuje bod ¢ € (a,b) taky, ze f(c) = 0. O

Tato veta sa da pouzit na dokaz existencie rieSenia rovnic a na priblizné urcenie rieSenia

rovnic.

Priklad 3.9.9. Zistime, & rovnica 2° + 2 — 1 = 0 ma4 riesenie.
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Riesenie. Funkcia f(x) = 2°+2—1 je spojitd na R, f(0) = —1, f(1) = 1. Podla vety
existuje ¢ € (0,1), pre ktor¢ f(c) =0, t.j. ¢ +¢c—1=0.

Ked chceme blizsie uré¢it rieSenie moZzeme postupovat takto. Zoberme stred intervalu
(0,1), t.j. % Kedze f(%) < 0, f(1) > 0 podla vety lezi rieSenie v intervale (%, 1).

Mozeme pokracovat dalej. Zoberme stred intervalu (%, 1), t.]. %. Riesenie lezi v intervale
(3,1), pretoze f(23) < 0, f(1) > 0. Takto moZzeme pokracovat dovtedy, kym neurcime

rieSenie s presnostou aki potrebujeme. O
Dalsim dolezitym doésledkom vety je nasledujica veta.

Veta 3.9.10. MnozZina hodnét, ktoré spojitd funkcia nadobida na intervale (lubovolného

druhu) je jednoprvkovd mnoZina alebo opat interval.

Dékaz. Nech f je spojita funkcia na intervale I a J je mnozina hodnot funkcie f na in-
tervale .
Ak f je konstantna funkcia, t.j. f(x) = ¢ pre z € I, je obor hodnoét jednoprvkova mnozina
J = {c}.
Ak f nie je konStantna funkcia, mézu nastat pripady:

1. J je ohrani¢end mnozina (obr.35),

2. J je mnozina ohrani¢ené zdola, zhora neohranic¢ena (obr.36),
3. J je mnozina ohrani¢ena zhora, neohranic¢ena zdola,
4

. J je mnoZina neohranic¢ené ani zhora ani zdola (obr.37).

Nech nastane pripad 1). Potom existuji a = infJ a § =supJ. Ak a € Ji[ € J, tj.

existuju ¢, d € I také, ze a = f(c) = mi}lf(x), B =f(d) = max f(z) a podla vety [3.9.7] je
e S

potom J = {(«, 5) (obr.35). Ak nie je, napr. § € J. Zoberme ubovolné a < n < . Kedze
[ je supremum, existuje ¢islo y; € J také, ze n < y; < f a dalej existuje yo € J také, ze
a < yy < n. To znamena, Ze existuju x1,xe € I také, ze f(x) = yo < n < y1 = f(21).
Podla vety existuje & € I také, ze f(§) = n, t.j. n € J. To znamena, ze J = (a, f)
alebo J = («, ) podla toho, ¢ « € J alebo o ¢ J.

Nech nastane pripad 2), potom existuje o = inf J. Nech 7 je Tubovolné ¢islo vacsie ako
a. KedZe mnoZina J nie je zhora ohranicena, existuje y; € J, y; > 1. Z toho, Ze o = inf J
vyplyva, Ze existuje yo € J také, ze a < yo < 1. To znamena, Ze existuju x1,zs € I take,
ze f(xe) = yo < m < y; = f(x1) a podla vety 3.9.7 je n € J. Preto J = (o, ) alebo
J = (a, 00) podla toho, & « € J alebo o ¢ J (obr.36).

Pripady 3) a 4) sa dokdZzu analogicky.
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obr.35 obr.36 obr.37

]

Priklad 3.9.11. a) Obor hodnét funkcie f(z) = z?", x € R, n € N je interval (0, c0).

Pre kazdé z € R plati 22" > 0 = f(0). Funkcia f ma v bode 0 minimum rovné 0. KedZze

2n

lim 22" = 0o je funkcia f neohranicend zhora na R. Dalej je funkcia f(x) = x> spojita

T—00
na R a preto jej obor hodnét je interval a bude to (0, o).

b) Obor hodnét funkcie f(z) = z?"™', x € R, n € N je interval (—oo,00). Funkcia

f(x) = 2" je spojita na R, preto jej obor hodnot bude interval. Kedze lim x?"!

T—00
= —o0 nie je ohranicenéd ani zhora ani zdola. Preto je oborom hodnét

=

a lim z2t!

T—r—00
interval neohranic¢eny zdola, neohrani¢eny zhora, t.j. (—o00, ).

Vsimnime si, Ze vlastnost ,nadobudat Tubovolnt hodnotu medzi dvoma hodnotami“

nie je charakteristickym znakom spojitosti funkcie. Ukazuje to nasledujuci priklad.

Priklad 3.9.12. Funkcia

Yy
%1
z+1 pre -1 <z <0
f(SC): 1 $ fl T
—x pre 0 <x <1 h
1 br.3s

Je definovana na intervale (—1, 1), nie je na hom spojita lebo nie je spojita v bode 0, ma

najvacsiu hodnotu 1 = f(0) a najmensiu hodnotu —1 = f(1) a oborom hodnét je interval
(—1,1) (obr.38).

Pre monoténne funkcie vSak plati veta.
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Veta 3.9.13. Nech funkcia [ je definovand a monotéonna na intervale I a nech obor
hodnét funkcie f na intervale I je jednoprvkovd mnoZina alebo interval. Potom funkcia f

je spojitd na intervale I.

Dokaz. Urobime ho pre pripad, ked f je neklesajuca na I a I je otvoreny interval. Ostatné
pripady sa dokédzu podobne. Predpokladajme, Ze f nie je spojita na I, t.j. existuje bod
a € I, v ktorom f nie je spojitd. V Tubovolnom okoli (a — d,a + ¢) C I, vzhladom
na monoténnost plati f(a —6) < f(z) < f(a+90),a—d < <a+0. Teda f je v §-okoli
bodu a ohrani¢ena a na zaklade vety a cvic¢enia 7 ¢lanku 3.7 existuju hm f(z), lim f(x)
a vzhladom na nespojitost funkcie f v bode a a monoténnost hmﬁf () < hm f(z).
Zvolme ¢islo ¢ # f(a) tak, aby :cligl*f( r) < ¢ < xlircrhf( ). Ak o < a, z 6 ] tak
z neklesajicnosti funkcie f vyplyva, ze f(z) < lim f(z) < caprez >a, x € I, z toho
istého dovodu, je ¢ < mlircrtl+ f(z) < f(x). Pretoze I]?((clz) # ¢, nenadobida funkcia f hodnotu
¢ v ziadnom bode intervalu I. To je vSak spor s tym, ze obor hodnét funkcie f na intervale I

je interval. O]

Dolezitou vlastnostou, ktora suvisi so spojitostou, je rovnoramenné spojitost. Vieme,
7e funkcia je spojitd na mnozine M, ak je spojita v kazdom bode z( tejto mnoziny. Teda,
ak zoberieme ¢ > 0 existuje § > 0 také, ze pre kazdé z € M : |z — xo| < ¢ plati
|f(z) — f(xg)| < e. Uvedomme si, ze ¢islo 6 > 0, ktoré existuje ku ¢&islu e, zavisi aj od
toho, ktory bod zy € M zvolime. Vznikd otézka, ¢i mozno k danému ¢ > 0 zvolit § > 0
tak, aby bolo spolo¢né pre vsetky body xq € M. Nasledujuci priklad ukazuje, Ze to tak

nemusi byt vzdy.

Priklad 3.9.14. Funkcia f(z) = < je na intervale (0,1) spojita. Nech € > 0. Chceme
najst 0 > 0 tak, aby pre kazdé = : |z — x| < d platilo | f(z) — f(x¢)| < € bez ohladu na to,
ako zvolime bod xy € (0,1). Pripustme, ze také § > 0 existuje. Zvolme bod zy € (0, 1),
xo < ¢ a dalej zvolme bod = € (0,1), z < ¢ tak, aby % > % + e. Také z vzdy existuje,
teda |z — x| <6ale%—%— ‘———| > €.

To znamené, Ze sa neda néajst 0 > 0 nezavislé od bodu xy € (0, 1) tak, aby bolo spolo¢né

kazdému e > 0 pre vSetky g € (0,1).

Definicia 3.9.15. Nech funkcia f je definovana na mnozine M. Hovorime, Ze f je rovno-
merne spojita na M, ak pre lubovolné ¢islo € > 0 existuje ¢islo § > 0 také, Ze pre vSetky

x1,T9 € M, |x1 — 29| < 6 plati |f(x1) — f(x2)| < e (obr.39).
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Priklad ukazuje, ze funkcia f moze byt spojita na M, ale nemusi byt rovnomerne

spojita na M. Plati vsak veta.
Veta 3.9.16. Nech f je rovnomerne spojita na M, potom je f spojitd na M.

Dokaz. Checeme dokazat spojitost funkcie f v Tubovolnom bode xq € M. To znamena,

ze chceme dokézat
Vg e MVe>030 >0V € M : |z —xo| <0=|f(x) — fxg)] <e. (3.46)
Vieme, Ze f je rovnomerne spojitd na mnozine M, t.j.
Ve>036>0Ve, a0 € M:|xy — x| <d=|f(x1) — fza)] <e.

Tym skor, ak zoberieme 7 pevne, x; = xo, bude pre kazdé z = x5, pre ktoré |z — x| < 0

platit |f(z) — f(z0)| < ¢, t.j. plati (3.46). O

2e
20

s}
P T
=)
8

obr.39

Ak mnozina M je uzavrety interval (a,b) mozno vetu [3.9.16| obratit.

Veta 3.9.17. Nech funkcia f je spojitd na uzavretom intervale {(a,b), potom f je rovno-

merne spojitd na {(a,b).

Doékaz. Dokaz urobime nepriamo. Nech funkcia f nie je rovnomerne spojita na (a,b). To
znamena, ze existuje g9 > 0 také, ze pre vSetky 6 > 0 teda aj 6 = %, n € N existuju

T, Yn € (a,b) také, ze

o=l <= a1~ flon)] 2 e (3.47)

Postupnost {z,}°, je ohrani¢ena a podla Bolzanovej—Weierstrassovej vety (veta|2.6.7)

sa z tejto postupnosti da vybrat postupnost {z,, }32, taka, ze z,, — zo € (a, ).
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Pouzitim vlastnosti absolttnych hodnét dostaneme
1
|ynk - 1’0| < |ynk - ‘x”k| + "xnk - I0| < n_k + |'Tnk - Iol. (348)

Prava strana (3.48)) konverguje ku 0 pre & — oo a tak aj y,, — x¢ pre k — oo. Kedze
funkcia f je spojita v bode xg, tak

Polozme v (3.47) n = ny, dostaneme | f(xy, )— f(yn, )| > €0. Ak prejdeme v tejto nerovnosti

k limite pre £k — oo mame

0 =|f(zo) — f(zo)| = €0 > 0.
Tento spor dokazuje, ze funkcia f musi byt rovnomerne spojita na (a, b). m

Priklad 3.9.18. a) Dokazme, Ze funkcia f(x) = 2% je rovnomerne spojitd na intervale
(—¢,0), £ > 0.
Zoberme ¢ Tubovolné kladné ¢islo a k nemu 0 = o, potom pre kazdé x,, x, také, ze

T — Ta| < 5 =0 plati
20
[f(z1) = f(z2)] = |o] — 23] = |v1 + @ - |21 — 22| < 20|21 — 25| < &.

b) Funkcia f(z) = z? nie je rovnomerne spojita na intervale (—oo, 00). Zoberme gy < 2,

pre kaidééajéz\/iﬁ,nzlﬂ,... existujflbodyml:n—i—%, To =M, |ZB1—$2|:%<
\/Lﬁzéa

1 1
|f(x1)—f(iv2)|:|n2+2+ﬁ—n2|:2+ﬁ>2>50.

Nasledujuce vety sa tykaju existencie a spojitosti inverznej funkcie. St doélezitym vy-

chodiskom k zavedeniu celého radu funkcii a ku studiu ich vlastnosti.

Veta 3.9.19. Nech funkcia f je spojitd na intervale I. Funkcia f md inverzni funkciu f

prdve vtedy, ak f je rydzomonotonna.

Doékaz. a) Postacujuca podmienka je dokdzana vo vete 3.4.4.

b) Nutna podmienka. Nech funkcia f nie je monoténna, potom existuji

T1,To,x3 € I, 1 < x9 < 3, Ze f(1) < f(22), f(w2) > f(23) (3.49)

alebo f(Il) > f(flfg), f(Ig) < f(]?g) (350)
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Predpokladajme, Ze nastane pripad (3.49). Zvolme akékolvek &islo ¢ vyhovujice ne-
rovnostiam f(z1) < ¢ < f(z2) a f(x3) < ¢ < f(x3) (obr.40). Podla vety existuje
x) € (x1,x9) taky, ze f(x]) = c a zaroven existuje xf, € (x2,x3) taky, ze f(xh) = c.
Obidva body z, 4, x| # 2!, sa zobrazuji do toho istého bodu ¢ a preto inverzna funkcia

neexistuje.

Ak monoténna funkcia f, spojitd na intervale I, nie je rydzomonoténna, ma intervaly,
v ktorych je konstantna, t.j. f(z) = ¢ pre x € (z1,22) C I. V tom pripade funkcia f tiez

nemé inverznua funkciu. O

Veta 3.9.20. Nech funkcia f je spojitd, rydzomonotonna, definovand na intervale 1.

Potom inverznd funkcia f je rjdzomnotonna a spojitd.

Dokaz. Podla Vety je inverzna funkcia f rydzomonoténna. Podla vety je obor
hodnét funkcie f interval J, ktory je definiénym oborom inverznej funkcie f. Oborom
hodnét inverznej funkcie f je vSak interval I a tak podla vety je inverzna funkcia
f spojita na J. O
Priklad 3.9.21. a) Funkcia f(z) = 2*"™!, n € N je spojit4, rastica na intervale (—o0, 00)
a zobrazuje tento interval na interval (—oco, o) (priklad [3.9.11)). Podla viet[3.9.19a[3.9.20]

ma inverzni funkciu f(z) = /" ktora je spojita a rastiica na intervale (—oo, 00).

b) Funkcia f(z) = 22", n € N je spojit4, rastica na intervale (0, c0) a zobrazuje tento

interval na interval (0, c0). Podla viet [3.9.19 a [3.9.20| ma inverzni funkciu f(x) = x/?",

ktora je spojita, rastica na intervale (0, 00).
c¢) Funkcia f(z) = 2", r =, m,n € N je spojitd na (0, 00), lebo je to zloZena funkcia

zo spojitych funkcif ™, 2/

Cvicenie

1. Zistite, ¢i rovnica '? — 27 4 132° — 1 = 0 ma4 riesenie.
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2. Najdite priklad funkcie definovanej a ohranicenej na intervale (—1,1), ktora nena-
dobida svoju najmensiu a najvacsiu hodnotu.

3. Zostrojte:

a) spojitu funkciu f definovani na R tak, aby jej obor hodnét bol interval (—1, 1).
b) spojitu funkciu f, ktora zobrazuje interval (a,b) na interval (a,b). Je mozné
néajst funkciu f tak, aby bola prosta?

4. Dokazte, ze funkcia spojita na R a rovna nule v kazdom racionalnom ¢isle je rovné
nule na celom R.

5. Nech f je spojita funkcia a zobrazuje interval (0, 1) na interval (0, 1). Potom existuje
bod zy € (0,1) tak, ze f(xg) = xo. Dokazte.

6. Nech f, g st spojité funkcie na intervale (a,b), f je rastuca, g je klesajuca. Nech
f(a) < g(a), f(b) > g(b). Potom existuje prave jedno x € (a,b) také, ze f(z) = g(x).
Dokazte.

7. Nech funkcia f je spojita na (0, 00) a nech existuje mh_g)lo f(z). Potom funkcia f nado-
buda v intervale (0, 00) svoje minimum alebo maximum. Dokazte. Uvedte priklady

k tomuto tvrdeniu.

3.10 Elementarne funkcie

Cielom tejto Casti je oboznamit sa s najcastejSie pouZivanymi funkciami a ich zéklad-
nymi vlastnostami ako st defini¢ny obor, spojitost, monoténnost, parnost, periodi¢nost
a niektoré asymptotické vlastnosti.

Zakladnymi elementarnymi funkciami budeme nazyvat tieto funkcie: konstantna
funkcia, mocninova funkcia s prirodzenym exponentom, polyném, racionédlna funkcia,
mocninova funkcia (resp. mocnina s redlnym exponentom), exponencialna funkcia, lo-
garitmicka funkcia, goniometrické funkcie, cyklometrické funkcie, hyperbolické funkcie
a hyperbolometrické funkcie.

Elementarnou funkciou budeme nazyvat kazda funkciu, ktora vznikne z kone¢ného
poctu zakladnych elementarnych funkcii pomocou konecného poctu zakladnych operacii

(s¢itanie, od¢itanie, nasobenie, delenie) a tvorenia zloZenych funkeii.

3.10.1 Konstantna funkcia

Funkciu, ktora kazdému x € R priradi to isté ¢islo ¢ € R, nazyvame kon$tantnou fun-

kciou alebo konstantou. Pouzitim definicii jednotlivych vlastnosti sa Tahko overi, Ze kon-
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Stantné funkcia je spojita na (—oo, 00), je parna, periodicka. Jej graf je priamka rovno-

beZnéa s z-ovou osou.

3.10.2 Mocninova funkcia s prirodzenym exponentom

V kapitole 1 sme definovali mocninu s prirodzenym exponentom (definicia [1.6.1)). Moc-
ninova funkciu s prirodzenym exponentom f(x) = 2™, kde n je pevné prirodzené ¢islo,
x € R ziskame tak, Ze v mocnine s prirodzenym exponentom ponechdme exponent pevny
a zéklad mocniny budeme povazovat za premennu veli¢inu. Vlastnosti tejto funkcie sme

postupne vySetrovali, takze ich teraz iba zhrnieme.

obr.42

obr.41

a) D(f) = (—00,00),
b) H(f) = (—o00,00) pre n-neparne a H(f) = (0, c0) pre n-parne (priklad [3.9.11)),
¢) je spojita na (—oo, 00) (priklad [3.8.7),
d)
)

e) pre n parne je rastica na intervale (0, c0), klesajuca na intervale (—oo,0);

je parna pre n-parne, neparna pre n-neparne,

pre n nepérne je rastuca na intervale (—oo, 0o) (priklad |3.3.12)),
f) lim 2" = oo (priklad [3.7.8¢),

T—r00

) 00 pre n-parne

g) lim 2" =
T——00 4
—00 pre n-neparne

(ukéze sa pomocou parnosti, resp. neparnosti funkcie 2" a vlastnosti f)).
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3.10.3 Polynéom

Funkcia tvaru

P(x) = apx" + 12" " + ...+ @y 17 + ap, (3.51)

kde ag,aq,...,a, st realne ¢isla, n € N nazyvame polyném. Je definovana a spojita na
(—o0, 00) (priklad [3.8.7)). Najvyssiu mocninu z, pri ktorej je nenulovy &initel, nazyvame
stupfiom polynému. Teda, ak ag # 0, je polyném P n-tého stupna, konstantna funkcia
je polyném nultého stupna. Nulovym bodom alebo korenom polynému nazyvame
také realne ¢islo ¢, pre ktoré P(c) = 0. Z algebry vieme, Ze ¢ je koretiom polynému P préave
vtedy, ak existuje polyném R taky, ze plati P(z) = (z —c¢) - R(x). Cislo ¢ je k-nasobnym
(k € N, k < n) korefiom polynému P prave vtedy, ak P(x) = (x — ¢)* - Q(x), kde Q
je polynom a Q(c) # 0. Polyném stupiia n mé najviac n korefiov. To znamena, Ze ak ¢ je
koreniom nenulového polynému P, potom existuje okolie O(c) bodu ¢, ze v fiom je ¢islo ¢
jedinym korefiom toho polynému. Dva polynémy sa rovnaji, ak si rovnakého stupna
a koeficienty pri rovnakych mocninach x sa v oboch polynémoch zhoduji. Nasledujtca

veta hovori, kedy sa dva polynémy rovnaju.

Veta 3.10.1. Ak dva polynomy maju tie isté hodnoty v ¢islach, ktorijch pocet je vicsi ako

ich stupne, potom sa polynomy rovnaji.

Dokaz. Nech P(x) = apx™ + a1x™ ' + ... + an, ag # 0, R(x) = box™ + byx™ + ... + by,
bo # 0. Ozna¢me p = max{n,m} + 1. Nech ¢, ¢cs,...,c, st navzajom rozne ¢isla, pre
ktoré P(ci) = R(c1), P(c2) = R(c2), ..., P(c,) = R(c,). Rozdiel Q = P — R je bud nulovy
polyném alebo polyném stupiia najviac p — 1 a Q(¢;) =0, ¢ =1,...,p. Kedze polynom
stupfia p — 1 moze mat najviac p — 1 korenov je rozdiel P — R nulovy polyném. Z toho,
ako tvorime rozdiel polynémov je zrejmé, ze P — R je nulovy polyném len ak n = m,

aozbo,alzbl,...,an:bn. O
Asymptotické vlastnosti polynomu charakterizuje veta.

Veta 3.10.2. Nech P(x) = apz™ + - - - + a,, je polynom stupiia n > 1. Potom plati:

a) xhir; P(z) = xEIEloo P(z) =00  pre n-pdrne, ag > 0;

b) lim P(x) = lim P(x) =—o00 pren-pdrne, ay <0;

T—r00 Tr—r—00
c) lim P(x) =00, lim P(x) =—o00 pre n-nepdrne, ag > 0;
d) lim P(z) = —oo, lim P(z) =00 pre n-nepdrne, ay < 0;
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Doékaz. Nech n je parne prirodzené ¢islo. Pre kazdé x # 0 plati

1 1
o at+a>+--+a, =5
apx" + aix" M4 - 4a, = 1 z

xn

Kedze lim (a0+a1% + e +anzin) =ag # 0, lim :%n =0a fn > 0 pre kazdé = # 0 podla
T—00

vety dostévame
lim (apz"™ + a2 ' + ...+ a,) = 0o, ak ay > 0
a xﬁro; (apx™ + a1zt + ... + a,) = —o0, ak ay < 0.
Ostatné plgfi?):;dy sa dokézu podobne. O

3.10.4 Racionalna funkcia

Racionalnou funkciou nazyvame funkciu f(z) = ggig, kde P, @ st polynéomy (pri-

klad [3.2.2). Je definovana a spojita v kazdom x € R, pre ktoré Q(z) # 0 (priklad [3.8.7)).
Ak je stupen polynému v ¢itateli mensi ako stupenn polynému v menovateli, nazyvame

funkciu f rydzoracionalnou funkciou. Kazdu ind racionalnu funkciu nazyvame nery-
dzoracionalnou funkciou.

Ak v nerydzoracionélnej funkcii ¢iasto¢ne vydelime P, () tak, aby zvySok Z bol bud
nulovy polyném alebo polyném, ktorého stupen je mensi ako stupen polynému @), potom
plati

P _ 29 k),

Qz) Qz)
kde R(x) je polyném. Racionalna funkcia % je rydzoracionalna. Teda kazdu racionalnu
funkciu mozeme napisat ako sucet polynému a rydzoracionalnej funkcie.

Asymptotické vlastnosti raciondlnej funkcie st obsiahnuté v cvic¢eniach 2 a 4 ¢lanku 3.7.
Zhrnieme ich vysledky. Ozna¢me n stupen polynému P a m stupen polynému (). Potom

: P(x)
m 5

a) nevlastna, ak n > m,

je

b) vlastna, ak n = m,
c) rovna 0, ak n < m.

su

Nech ¢ je k-nasobny koreit polynému Q, 1 < k < m. Potom lim 2& lim 2
zoet Q)7 - Q)

a) nevlastné, ak bud P(c) # 0 alebo ¢ je koren polynému P nasobnosti mensej ako k;

b) vlastné, ak ¢ je koreii polynému P nésobnosti vicsej alebo rovnej k.
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3.10.5 Mocninova funkcia

V prvej kapitole sme definovali mocninu s redlnym exponentom a®, a > 0, a,a € R

(definicia 1.11.1). Mocninovi funkciu

flx) = a®

ziskame z definicie mocniny s readlnym exponentom tak, zZe ponechame o pevné a zaklad
budeme povazovat za premennt veli¢inu. Z toho vyplyva, ze defini¢cnym oborom mocninnej
funkcie je:

a) interval (0, 00), ak a > 0;

b) interval (0,00), ak a < 0;

¢) interval (—o0,0), ak a = 0.

Z dokazanych vlastnosti mocniny (veta priamo vyplyva monoténnost mocni-

novej funkcie a to:

a) je rastica na (0,00) pre a > 0;

b) je klesajuca na (0,00) pre a < 0;

c) je konstantna na (—oo, 00) pre a = 0.
Mocninova funkcia je spojita na svojom defini¢nom obore. Vyplyva to z nasledujtcej lemy
a definicie spojitosti funkcie (vztah (3.40)).

Lema 3.10.3. Nech ¢islo a > 0 a {a,}°, je postupnost, ktorej céleny siu kladné éisla

a konverguje k ¢islu a. Potom pre kaZdé cislo o plati lim aff = a®.

n—00
Doékaz. Pre a = 0 je to zrejmé, pretoze postupnost {a,}>2, = {1}>2,.

Nech o # 0 a ¢ je I'ubovoIné kladné ¢islo. Zvolme &1 > 0 také, ze €; < min{a®,e}.
Oznaéme ¢; = (a® — &1)"/*, c; = (a® + £,)"/*. Potom plati, vzhladom na monoténnost
mocninovej funkcie, 7ze ¢; < a < ¢ ak a > 0, ¢a < a < ¢; ak a < 0. Oznac¢me
d = min{|a — ¢1|, |a — ¢2|}. Zrejme je 6 > 0. Kedze postupnost a, — a pre n — oo,
k tomuto § > 0 existuje ¢islo ngy také, ze pre kazdé n > ng, n € N plati |a, — a| < §, ¢ize
a—0 <a, <a+d6 Prea>0platici <a—90<a, <a+9d < cy aprea < 0 plati
ca<a—0<a, <c. Terazpren >ngplati a® —e <a*—e1 =cf <af <c§f =a“+¢e <
a® + ¢, ak a > 0 a tiez ak je a < 0. Ukazali sme, Ze pre kazdé n > ng v oboch pripadoch

(a >0, a <0) plati a* — e < a% < a® +¢. To znamena, ze lim af = a®. O
n—oo
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Dékazy nasledujicich limit prenechame ¢itatelovi.

Ak je a > 0 plati lim 2% =0, lim 2% = oo. (3.52)
x—0t T—00

Ak je a < 0 plati lim z% = oo, lim z% = 0. (3.53)
r—07t T—00

Kedze f(x) = % a # 0 je spojita funkcia na svojom definicnom obore, je jej obor
hodnot interval (veta [3.9.10). Vzhl'adom na monoténnost tejto funkcie a limity v (3.52)),
(3.53) je pre a > 0 obor hodnot interval (0, 00) a pre @ < 0 interval (0, c0).

Y
y=z%a>0
:Jjo
1 ; Y
i =z a<0
0 i x
obr.43

3.10.6 Exponenciidlna funkcia

Podobne ako mocninovi funkciu aj exponenciidlnu funkciu
flz) =ad*

ziskame z definicie mocniny s redlnym exponentom (deﬁnicia, ak ponechame zaklad
a,a > 0,a € R pevny a exponent budeme povazovat za premennt veli¢inu. Z toho vyplyva,
ze definiénym oborom exponencialnej funkcie je (—oo, 00).

Monoténnost exponencialnej funkcie vyplyva z vety a to:

a) pre a > 1 je rasttica na (—oo, 00);

b) pre 0 < a < 1 je klesajtica na (—oo, 00).

K dokazu spojitosti exponencialnej funkcie budeme potrebovat nasledujicu lemu.

Lema 3.10.4. Nech je dand postupnost raciondlnych ¢isel {r,}>2 | konverqujica k nule.

Potom lim a™ =1, a > 0.
n—oo
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Dokaz. Prepokladajme, 7e a > 1. Z prikladu[2.3.2{a vlastnosti mocnin vieme, ze lim a'/® =
n—oo

lim a~'/" =1, to znamena k Tubovolnému &islu € > 0 existuje m € N takeé, ze
n—oo

l—e<aV/m<a/™<14e (3.54)

Kedze lim r, = 0, k ¢slu m existuje ¢islo ng také, ze pre vSetky n > ng plati |r,| < %,
n—o0

t.j. —= <17, < L. Potom viak
m m

aVm < @< at/m,
a tak z (3.54) mame
1—e<a™ <1+ e pre vietky n > ng.

To znamené, ze lim a™ = 1.
n—oo

Nech 0 < a < 1. Ozna¢me b = £ > 1. Potom pomocou vety a uz dokazaného

tvrdenia mame
) ) IR ) 1
lim ¢™ = lim | — = lim — = 1.

n—o0 n—0o0 b

Veta 3.10.5. Fxponencidlna funkcia je spojitd na R.

Dékaz. Nech ¢ je Tubovolny bod z intervalu (—oo,00). Chceme ukazat, ze lima® = a°.

Tr—cC
Dokazeme najprv, ze liH(l) a® =1, a > 1. Nech {z,}°°, je Tubovolna postupnost realnych
z—

Cisel taka, ze lim z,, = 0. Vzhladom na vlastnosti realnych ¢isel (veta (1.10.3) existuji
n—oo

postupnosti racionalnych ¢isel {r,}°°,, {s,}>°; konvergujice k nule a také, ze pre kazdé

n € N plati

1 1 -
T, — - < Ty < xp < Sy < a:n+ﬁ, odkial a™ < a™ < a®".

Podla lemy [3.10.4] lim a» = 1 = lim a®". Z poslednej nerovnosti vzhladom na vetu [3.5.1
n—oo n—,oo

dostavame, Ze lim a® = 1. Pre 0 < a < 1 je tiez lim a® = 1. Polozme b = 1 > 1. Vzhladom
n— z—0 a

na vety o limitach plati

1\° 1
lim ¢® = lim (—) =lim — = 1.

x—0 x—0 b

Nech teraz ¢ € R je Tubovolny bod. Chceme ukézat, ze lim a® = a°, ¢o je ekvivalentné
Tr—cC

s tym, ze lim(a® — a®) = 0. PouZitim vety o limite siuc¢inu (veta [3.6.9)) a limite zlozenej
Tr—cC

funkcie (veta [3.6.15)) dostaneme

lim(a” — a°) = lima(a” “—1) = lima® - lim(a® “—1) =a- 0= 0.
T—C T—C T—cC T—C
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Veta 3.10.6. Pre a > 1 je lim a® = oo, lim a* = 0.

T—00 T—r—00

Pre 0 <a<1gje lima®=0, lim a® = o0o. Oborom hodndt exponencidlne;j funkcie je
T—r 00 T—>r—00

interval (0,00) pre a # 1.

, kde

S =

Dékaz. Urobime dokaz pre a > 1. Pre 0 < a < 1 vyuzijeme opét vlastnost, ze a =

b>1.
KedZze a > 1, tak sa da zapisat ako a = 1 + h, h > 0. Z nerovnosti z > [z] > z — 1

a monoténnosti funkcie ¢* mame
a® > a” = (14 h) > hlz] > h(z - 1).

KedZze lim h(x — 1) = 0o, z poslednej nerovnosti vyplyva, ze lim a® = oo.

T—r00 —00
Na dokaz toho, ze lim a® = 0 pouzijeme rovnost a* = alz pre x < 0 a vetu o limite
T——00
zlozenej funkcie
. . 1 .1
lim ¢ = lim = lim — = 0.
T——00 z——o0 4~ % z—00 Q7

Potrebujeme este ukazat, ze obor hodnot je interval (0,00). Ze je to interval, vy-

plyva z vety [3.9.10, Je to interval zhora neohrani¢eny, lebo lim a* = oo pre a > 1,

T—r00
resp. lim a” = oo pre 0 < a < 1. Je to interval zdola ohrani¢eny nulou, lebo lim a® = 0
T——00 T—>00
a a” je klesajuca pre 0 > a > 1, resp. lim a® =0 a a” je rastiica pre a > 1. Teda oborom
T——00
hodnét je interval (0, 00). O

Ked za zéklad zoberieme ¢islo e (priklad [2.5.6) dostaneme Specialny pripad exponen-

cidlnej funkcie. Funkciu f(z) = e* nazyvame exponenciidlnou funkciou s prirodzenym
zakladom.
Y
y=log,z,a>1
Y
y=a%,a<1 y=a",a>1
x
—a®a=1
y—ana y=log,z,a <1
0 T

obr.44 obr.45
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3.10.7 Logaritmicka funkcia

V prvej kapitole sme definovali logaritmus ¢isla = pri zédklade a — log, =, kde a,z € R,
ze€R, a>0a#1 2 >0 (definicia [[.12.1)). Pri pevnom a (a > 0, a # 1) je log,
funkciou premennej x, ktora je definovana na intervale (0, c0).

Vratme sa k funkcii y = a® (a > 0, a # 1). Téato funkcia je spojitd a bud rastica
(pre a > 1) alebo klesajuca (pre 0 < a < 1) na intervale (—o0,00) a zobrazuje tento
interval na interval (0, 00). To znamena, ze ku kazdému y € (0, 00) existuje x € (—o0, c0)
tak, ze a® = y; sta¢i polozit x = log, y. Podl'a definicie inverznej funkcie (definicia
je vlastne funkcia p(y) = log, y inverznou funkciou k funkcii y = a® (a > 0, a # 1).

Podla viet o inverznych funkciach (vety , a vlastnosti exponencialnej funkcie

a” mé logaritmicka funkcia nasledujice vlastnosti:
1. je definovana na (0,00) a obor hodnét ma interval (—oo, c0),
. je spojita na (0, 00),

2
3. je rastuca, ak a > 1 a klesajuca, ak 0 < a < 1,
4

lim log, x = 0o, lim log,z = —oo pre a > 1,
Z—00 z—07t

lim log, x = —o0, lim log,x =00 pre 0 <a < 1.
T—r00 z—07F

épeciélnym pripadom logaritmickej funkcie je logaritmicka funkcia pri zaklade e. Pouzi-

vame pre iu oznacenie In x a nazyvame ju logaritmickou funkciou s prirodzenym zakladom.

3.10.8 Goniometrické funkcie

Goniometrickymi funkciami nazyvame funkcie y = sinz, y = cosx, y = tgx, y = cotgz.
KedZe ich definicie a niektoré vlastnosti sa preberaji v matematike strednej gkoly, v tejto
Casti si to kratko zopakujeme a doplnime o dalSie poznatky.

Definicia goniometrickych funkcii v pravouhlom trojuholniku je zaloZena na podobnosti
trojuholnikov. Ak st dva trojuholniky AC'B, A'C’' B’ podobné, ich strany st timerné, teda

(obr.46)
|\BC|  |B'C| |AC|  |AC| |BC|  |B'C'|
|AB|  |AB'|’ |AB| |AB|’ JAC| @ |AC'|’
To umoznuje definovat goniometrické funkcie v pravouhlom trojuholniku. Ak oznac¢ime

|AB| = ¢, |AC| = b, |BC| = a, potom

) a b a b
sinae=—, cosa=-, tga=-, cotga=—,
c c b a

kde uhol « je merany v stupnovej miere, 0 < o < 90°.
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Z tejto definicie a vlastnosti pravouhlého trojuholnika je zrejmé, ze pre 0 < a < 90°
plati:
cosa = sin f = sin(90° — «),

cos(90° — a) = sin a,

)
)
¢) sinfa +cos’a =1,
) sin0° =0, cos0° = 1, sin90° = 1, cos 90° = 0,
) sin(a 4 ) = sinacos B + cos asin
cos(a + 3) = cos acos B + sin asin 3.

Platnost su¢tovych vzorcov sa jednoducho dokaze geometricky. Napr. vzorec pre sin(a+ )
z obr.47.

C

A
1
vy
\J

0f i B|J u

obr.47 obr.48

Uhol mézeme merat v ,,stupiiovej* alebo ,obltikovej* miere, ktora stvisi s dlzkou oblika,
jednotkovej kruznice. Kazdému uhlu ZJOA (obr.48) jednozna¢ne odpoveda obluk JAA na
jednotkovej kruznici. Oblikovou mierou uhla ZJOA rozumieme dlzku obluka Jf;l. Kedze
dlzka jednotkovej kruznice je 2 a cely kruh ma 360°, ak oznac¢ime znakom a obltkovi a
znakom «° stupniovii mieru daného uhla, tak a/27 = a°/360.

,Stotoznenie“ uhla s jeho oblukovou mierou umoziuje pozerat sa na goniometrické
funkcie nie ako na funkcie, ktoré uhlu priraduju &islo, ale ako na funkcie, ktoré &islu (dizke
urcitého obluka) priraduju ¢islo. Zostrojme jednotkovi kruznicu so stredom v bode [0, 0].
Stradnicové osi ozna¢me znakmi u, v (obr.48). Nech x je lubovoIné realne ¢islo. Od bodu
J nanesme na kruznici oblik dlzky |z| a to proti smeru otacania hodinovych ruciciek, ak
x > 0 a v smere otacania, ak x < 0. Koncovy bod tohto oblika, bod A, ma stradnice
uy, v1. Kazdému realnemu cislu = je tak priradeny bod — obraz na jednotkovej kruznici

(obr.48). Teraz funkcie sinus, kosinus moézeme definovat takto:
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Definicia 3.10.7. Sinus je funkcia definovanéa na (—oo, 00), ktorej hodnota v ¢&isle z je
siradnica v; obrazu ¢isla x na jednotkovej kruznici, v; = sin x.
Kosinus je funkcia definovana na (—oo, c0), ktorej hodnota v ¢isle = je stradnica uy

obrazu ¢isla x na jednotkovej kruznici, u; = cos x.

Ak x € (0,7), jeho obraz na jednotkovej kruznici je v prvom kvadrante, maji funkcie

sinz, cos x ten isty vyznam ako bol zavedeny v pravouhlom trojuholniku.

Poznamka. Sposob, akym sme definovali funkcie sinx, cosz je zatial matematicky ne-
presny, pretoze predpoklada znalost pojmu ,dlzka obltka kruznice“, ktory doteraz ne-
mame definovany. Pri danych znalostiach neméame prostriedky na to, aby sme mohli de-
finovat pojem dlzky oblika krivky. (Budeme ho definovat neskér.) Ak by sme mali tento
pojem, st definicie funkcii sinz, cosx v poriadku. Vyhodou tohto spdsobu ich defini-
cie je jeho nazornost. Pouzitim definicie a geometrickych uvah sa l'ahko odvodia

vlastnosti:

1. Funkcia sin x je neparna, funkcia cos x je parna, to znamena, pre kazdé x € R plati
sin(—x) = —sinx, cos(—z) = cosz. (Obrazy ¢isel #, —z na jednotkovej kruznici st
symetrické vzhladom na os u.)

2. Pre kazdé x € R plati sinx = cos(g — :c), cosx = sin(% — x) (Obrazy cisel x, § —x
st symetrické vzhladom na os prvého — tretieho kvadrantu.)

3. sin0=0,sin7 =1, cos0 =1, cos 5 = 0.

4. sinz > 0 pre z € (0,7), sinz < 0 pre x € (7, 27),
cosx > 0 pre xz € (0, %) U (gw, 27r), cosx <0 prezx € (%, %71’),

5. Ak 0 < x < F, potom 0 < sinz < x.

Z obrazku 48 vidime, ze trojuholnik AO B lezi v kruhovom vyseku AOJ, ktory lezi v troju-
holniku CO.J. Plochy tychto ttvarov st v poradi i sinz, £, $tgxz (|OJ| =1, |[AB| =sinz,
|CJ| =tgz) atak 0 < isinz < £ < 1tgz, odkial

0<sinz <z <tgx pre xE(O,%). (3.55)
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Pomocou analytickej geometrie sa daju dokazat vzorce:

6.) Pre kazdé x,y € R plati

sin(z + y) = sinz cosy + cosxsiny (3.56)
cos(x 4+ y) = cosz cosy — sinx siny (3.57)
cos’r +sin’r =1 (3.58)
sina:—sinychosI;ysinx;y (3.59)
cosx—cosy:—Qsin:B;ysinI;y (3.60)
Pouzitim tychto vlastnosti dokédzeme dalSie vlastnosti funkcii sin z, cos .
Veta 3.10.8. Funkcie sinx, cosx siu ohranicené na R.
Dékaz. Zo vztahu bezprostredne vyplyva, ze
|sinz] <1, |cosz| <1 prekazdé z € R. (3.61)
O

Veta 3.10.9. Funkcie sinx, cosx su spojité na R.

Dékaz. Chceme ukazat, ze hm SlIl(:B +h) =sinz, hm Cos(:v + h) = cosx pre kazdé x € R.
Pouzitim (3.59), (8.60), Vetyma nerovnosti |sm x| < |z| pre |z| < § (vyplyva z (3.55)

vzhladom na nepérnost funkcii sinx, x) mame pre |h| <

h h

0 <|sin(z + h) —sinz| =2 sin§ oS (az—|—§>’§|h\,
. h|. h

0 <|cos(x+h)—cosz| =2 sin o | |sin { 2 + 5 < |hl.

Z tychto nerovnosti dostavame lim (sin(x + h) —sin x) =0, lim (cos(x + h) — cos x) =0,
h—0 h—0

¢o znamenad, ze funkcie sin z, cos z su spojité v kazdom bode x € R.

Veta 3.10.10. Funkcie sinx, cosz su periodické s periodou 2m.

Doékaz. Polozme vo vztahu (3.59)) © = y + 27, kde y je Tubovolné reédlne ¢islo. Dostaneme

sin(y + 2m) — siny = 2cos(y + 7) sinm = 0, pretoZe sinm = sin(g + %) = 2sin g cos § =

0. To znamené, Ze sin(y + 27) = siny pre kazdé y € R. Funkcia sinx je periodicka.
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Chceme ukazat este, ze 2w = T je jej periodou, t.j. Ze je najmensie ¢islo T', pre ktoré plati
sin(z +7T) =sinx.

Cislo T # 7, pretoZe sin 5 = 1, sin %7‘(‘ = sin(% + 7T) = —1 a tak nemoze platit rovnost
sin(x 4+ m) = sinx pre kazdé x € R.

Ak by ¢islo T, 0 < T' < 2w, T' # m bolo periédou, potom sinT" = sin(0+7") = sin0 = 0,
¢o je spor. To znamené, periodou funkcie sinzx je ¢islo 27.

Aby sme ukézali periodi¢nost funkcie cosz, polozme vo vztahu (60) z = y + 2w, kde
y € R, Tubovolné. Kedze sin 2r = 0, cos 2 = 1 (o tom sa lahko presvedéime, ak dosadime
do vztahu r =y = 7, dostaneme cosm = —1 a potom x = y = 7) dostaneme
cos(y + 2m) = cosy cos 2m = cos .

Dokaz toho, ze ¢islo 27 je periddou funkcie cosx sa urobi podobne ako pre funkciu

sin . O

Veta 3.10.11. Funkcia sinx je rastica na kaZdom intervale (2km— 7%, 2kn+7%) a klesajiica
na kaZdom intervale ((2k + )7 — 3, (2k + ) + 5), k € Z. Funkcia cosz je rastica
na kazdom intervale ((2k+1)m, (2k+2)7) a klesajica na kazZdom intervale (2km, (2k+1)m),
keZ.

Doékaz. Vetu dokdazeme pre funkciu sin x. Podobne sa prevedie dékaz pre cos z. Vzhladom

na periodi¢nost funkcie sin 2 sa obmedzime na intervaly (=2, %) a (5, 37). Nech x4, 25 st

[ubovolné realne ¢isla také, ze —5 < x1 < x5 < §. Potom 0 < 257 < 7 a sin 257 > 0,

—Z < nER < % atak cos BE2 > 0. Zo vztahu (3.59) potom dostaneme

. . . Ty — T Ty + T
sinxy — sinx; = 2sin 5 - coS 5 > 0,

teda sin zp > sinx;. To znamena, Ze funkcia sinz je rastica na (-7, 7).

Nech teraz xq, x5 st Tubovolné realne ¢isla také, Ze 5 < x < a9 < %71’. Potom plati

7 <o -7 < a3y —7 < §oasin(r —m) < sin(ry — ) vzhladom na uz dokazanu

rasttcost sin z. Kedze sin(z—7) = —sin(r—x) = — sin x dostavame z poslednej nerovnice
sinzy > sinx,. To znamend, Ze funkcia sinz je klesajica na intervale (%, 3). O

Veta 3.10.12. Obor hodnot funkcii sinx, cosz je interval (—1,1).

Doékaz. Funkcie sinz, cosx st spojité, ohrani¢ené a plati pren vztah (3.61]). Preto ich
oborom hodnét je interval I C (—1,1). Ale sin(—g) =—-lel,sinf=1€l,cos0=1¢
I, cosm=—1¢€lI,preto I =(—1,1). ]
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Y
U
7T y:cosa://"\
i N / N
N Pk 0 TN, T /3m 2w x
N // 2 2 N /2
S—— -1 ~——- Yy =sinx

Dalsie vlastnosti goniometrickych funkcii (goniometrické vzorce) by sme mohli odvodit
z doteraz uvedenych vlastnosti.

Pomocou funkcii sin z, cos x moZzeme definovat dalsie goniometrické funkcie.

Definicia 3.10.13. tgz = Sin‘; pre vietky # € R,  # (2k +1)3, k € Z, cotgr = Z=7

cos sin x

pre vSetky x € R, x # kr, k € Z.

Z definicie funkcii tg x, cotg x, z vlastnosti funkcif sin x, cos x pouzitim predchadzajicich
viet ziskame nasledujtice ich vlastnosti:
1. Funkcie tgx, cotg x st spojité v kazdom bode, v ktorom st definované.

Tvrdenie vyplyva z vety a|3.10.9

2. Funkcie tg x, cotg x st periodické s periddou 7.
Ukéazeme tvrdenie pre tgx. Z definicie |3.10.13| a vztahov (3.56)), (3.57)) dostaneme

ez + ) sin(z +m) sinxcosw+coszsinm  sinz e
cos(x+m) cosxcosm —sinzsinm  cosx

tg x je periodicka funkcia. f)alej potrebujeme ukazat, ze ¢islo T' = 7 je najmensie kladné
¢islo, pre ktoré plati tg(z + T') = tgx. Cislo T # 5, pretoZe § nie je z definicného oboru
funkcie tg z. (tg(O + g) =tg3 ). Ak by ¢islo T', 0 <T < 7, T # 7 bolo periodou funkcie
tgx, potom tgT = tg(0+T) = tg0 = 0, ¢o je spor. To znamena, ze T' = 7 je periddou
funkcie tg x.

Podobne sa dokaze tvrdenie pre funkciu cotg z.

3. Funkcie tg z, cotg x st neparne funkcie.
Tvrdenie vyplyva z definicie |3.10.13| z parnosti funkcie cos x a nepéarnosti funkcie sin x.

4. Funkcia tg x je rastuca na intervale (—%, g), funkcia cotg x je klesajica na intervale
(0, ).

Dokézeme tvrdenie pre tgx. Nech xq, x5 € (—g, g) a r1 < ry. Potom nastane jeden z

pripadov

a) —5 <0<z <z < 3,
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Yy Y
\ \ Yy =tgxr \ |y = cotgx,
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
Ve AV A Y N NS
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \
obr.50 obr.51

b) =5 <21 <0<z <7,
c) =5 <z <z 0.

™

Pripad a) Pretoze sin z je rasttica funkcia na (07 5), cos x je klesajuca funkcia na (0, %) je

sin x1 sinxzo _

0 <sinz; < sinxy a cosxy > cosxy > 0. Z toho vyplyva, ze tgx; = sy < cosa

tg xo.
Pripad b) tgz; < 0 < tgxs.
Pripad ¢) Ak =% < z; < 25 <0, potom 0 < —25 < —z; < § a podla a) je tg(—z2) <

tg(—z1), odkial vzhladom na neparnost tg x plati tg x; < tgxs. Tym sme zistili, ze funkcia

tg x je rastuca na (—%, %)

Podobne sa urobi dokaz pre funkciu cotg z.

5. lim tgx =00, lim tgx = —oo, lim cotgx = oo, lim cotgxr = —oo.

eI st z—0t =TT

Nech x € (0,%), potom cosxz > 0. Dalej plati: lim sinz = 1, lim cosz = 0. Podla

™ — ™ —
=7 =7

vety 13.7.16| a dosledku |3.7.13) je lim tgx = oo. Pre x € (O,%) je sinz > 0. f)alej
=5
lim cosz = 1, lim sinz = 0 a opat podla vety [3.7.16] a dosledku [3.7.13] dostavame
z—0t z—0t
lim cotgx = .
z—0F

Ostatné limity sa dokazu podobne.

2

6. Oborom hodnét funkcii tgx, cotg z je interval (—oo, 00).
Tvrdenie vyplyva z vety [3.9.10 a vlastnosti 5).

Priklad 3.10.14. Funkcia y = % méa v bode 0 limitu a plati lirr(l) % =1
z—

Riesenie. Vzhladom na neparnost funkcii z, sinx, tgx, nerovnost (3.55) plati v tvare

|sinz| < |z| < |tgx| prez e (—g,g)
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odkial
cosxgsmxgl pre x € (—E,O>U<O,E>.
T 2 2
Kedze lim cosx = cos0 = 1 a lim 1 = 1 podla vety 3.6.8 je lim 22 = 1 O
z—0 z—0 z—0 T

3.10.9 Cyklometrické funkcie

Pod cyklometrickymi funkciami budeme rozumiet inverzné funkcie ku goniometrickym
funkciam. KedZe goniometrické funkcie nie st prosté na celom svojom defini¢nom obore,
budeme namiesto funkcii sinz, cosx, tgxz, cotgx uvazovat k nim parcidlne funkcie. V
stilade s konvenciou uvazujme funkcie y = sinz, x € (=5,%); y = cosz, € (0,7);
y=tgz, v € (-%,%); y=cotgz, x € (0,m).

T T
202
interval na interval (—1,1). Podla vety [3.9.19| existuje k nej inverzna funkcia, ktora na-

zyvame arkussinus a oznacujeme arcsin x. M4 vlastnosti:

1. D(arcsin) = (—1,1), H(arcsin) = (=7, 7); (definicia [3.4.1));
. je spojita na (—1,1) (veta [3.9.20));

3. je rastica na (—1,1) (veta [3.9.20);

4. je neparna (veta [3.4.5));

5. sin(arcsinz) = x, x € (—1,1); arcsin(sinz) =z, z € (=3, %)

Funkcia y = sinx na intervale ( ) je spojité, rastiica, neparna a zobrazuje tento

[\

Funkcia y = cosx je na intervale (0,7) spojita, klesajuca a zobrazuje tento interval
na interval (—1,1). Podla vety [3.9.19| existuje k nej inverzné funkcia, ktort nazyvame

arkuskosinus a oznac¢ujeme arccos z. Ma vlastnosti:

1. D(arccos) = (—1,1), H(arccos) = (0, m); (definicia [3.4.1));
2. je spojitd na (—1,1) (veta [3.9.20);

3. je klesajuca na (—1,1) (veta[3.9.20);

4. cos(arccosx) =z, x € (—1,1); arccos(cosx) = z, x € (0, 7).
303
interval na interval (—oo,00). Podla vety existuje k nej inverzné funkcia, ktoru

nazyvame arkustangens a oznacujeme arctg x. Ma vlastnosti:

1. D(arctg) = (—o0,00), H(arctg) = ( — 2, Z); (definicia [3.4.1));
2. je spojita na R (veta|3.9.20));
3. je rastica na R (veta|3.9.20));

Funkcia y = tgz je na intervale ( — ) spojita, rastiica, neparna a zobrazuje tento
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Y
A,g m
/ Yy = arcsinz y = arccosr
1T /0 1w 2 E
|l = -1 0o 1 =

obr.52 obr.53
4. je neparna (veta [3.4.5));
5. lim arctgz = 7, lim arctgz = —7F (dokaz prenechavame citatelovi);
T—r00 T—r—00

6. tg(arctgz) =z, z € R; arctg(tgz) =z, v € (—%,3).

Funkcia y = cotgz je spojita, klesajuca na intervale (0,7) a zobrazuje tento interval

na interval (—oo, 00). Podla vety [3.9.19 existuje k nej inverzna funkcia, ktora nazyvame
arkuskotangens a oznacujeme arccotg z. M4 vlastnosti:

Y Y
777777777 577777777 — T 71_777777777
Yy = arctgx 2 - Yy = arccotgr

obr.54 obr.55

1. D(arccotg) = R, H(arccotg) = (0,7); (definicia [3.4.1));

2. je spojita na R (veta|3.9.20));

3. je klesajuca na R (veta [3.9.20));

4. lim arccotgx =0, lim arccotgz = 7 (ddkaz prenechévame Citatelovi);

5. zgtog(arccotg x) = xfz_gR; arccotg(cotgx) =z, x € (0, 7).

Tak ako medzi goniometrickymi funkciami existuju vzajomné vztahy, tak aj medzi

cyklometrickymi funkciami je rad vztahov. Uvedieme niektoré z nich.

Veta 3.10.15.

1. arcsinx + arccosx = § pre x € (—1,1);
2. arctgx + arccotgx = % pre x € R;

3. arctg x = arcsin \/%7 pre v € R;
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4. arcsinx = arctg 7= pre ¥ € (—=1,1);

—arccosv1 — 22 prex € (—1,0)

5. arcsinx = ;

arccosv1—x2  prex € (0,1)

S

6. arcootgs — T —aresin == pre x € (—00,0)

* )
arcsin \/ﬁ pre x € (0,00)

7. arccos(—x) = m — arccos .

Dokaz. Dokazeme iba niektoré zo vztahov. Ostatné prenechavame citatelovi.

1. Ozna¢me y = arcsinz, potom y € (=%, %) a siny = x. Plat{ teda cos(g — y) =z,

Y
0<% —y<m,odkial § —y = arccosz, t.j. § = arcsinz + arccos z.

T

T € (—1,1). Oznacme y = arctgz. Potom y € (—%,%) a

3. Pre z € (—00,0) je

tgy =z, t.]. '
sin

Yo

Ccos ¥
Upravme poslednii rovnost: sin® = x2(1 — sin®y),
T

V1+ a2

Pre y € (—%, %) je cosy > 0 a teda signsiny = signtgy = signz. V poslednej rovnosti

siny = +

T

preto plati znamienko + a tak y = arcsin Wirwst O

3.10.10 Hyperbolické a hyperbolometrické funkcie

Hyperbolickymi funkciami nazyvame funkcie:

a) hyperbolicky sinus uréeny vyrazom y = ex_;fx, x € R a oznacujeme ju sinh z;

b) hyperbolicky kosinus uréeny vyrazom y = e”';fz, x € R a oznacCujeme ju cosh z;

c¢) hyperbolicky tangens uréeny vyrazom y = 22;2:2, r € R a oznacujeme tgh x;

d) hyperbolicky kotangens urfeny vyrazom y = £t z € R\ {0} a oznacujeme

cotgh x.
Tieto funkcie maju vela analogickych vlastnosti ako goniometrické funkcie. Uvedieme
niektoré z nich. Ich dékazy prenechavame citatelovi.
1. hyperbolické funkcie st spojité na svojich definiénych oboroch;
2. cosh®z — sinh?*z =1 pre z € R;
3. cosh(z + y) = cosh x coshy + sinh x sinhy pre vietky z,y € R;
sinh(x 4+ y) = sinh x cosh y + cosh y sinh y pre vsetky x,y € R;
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Y

Y y = arccotghx

= coshzx

) /
%y 7,
\. 7 y=sinhz L ___ >~ _
N\ 7 1 = arctgh
\\\'\ __]:/'// /.// y = arcghz
1 \\\ /// 1 1 O x
Yy = §(im////i -~ ¥= ge " i
——= 2 — =T -1
0 T
be56 obr.57
obr.

4. sinh x je neparna, rastuca na R, pricom

lim sinhz = oo, lim sinhz = —o0;
T—00 T—>—00

5. coshz je parna, klesajica na (—oo,0), rastica na (0,00), pricom

lim coshz = oo, lim coshz = oo;
T—>r00 Tr—r—00

6. tghz je neparna, rastica na (—oo, 00), pricom
lim tghx =1, lim tghax = —1;
T—r00 Tr—r—00
7. cotghz je neparna, klesajica na (—oo,0) aj na (0,00), pricom

lim cotghx = oo, lim cotghz = —oo, lim cotghx =1,
z—0t z—0— T—00

lim cotghx = —1.
T—>—00

Inverzné funkcie k hyperbolickym funkciam nazyvame hyperbolometrickymi funkcia-

mi. Tymito funkciami sa uz nebudeme zaoberat. Uvedieme len ich oznacenia a vztahy,

ktorymi si dané:

argsinh x = ln(m + Va2 + 1), r € R,
argcoshz = In(z + Va2 — 1), = € (1,00),

1 1+«

argtghx:§ln1 , x€(=1,1),
—x
1 1
argcotgh z = §ln T L€ (—o0, —1) U (1, 00).
l‘_

Citatel si vie sém odvodit ich zakladné vlastnosti alebo ich moze najst

, napr. v [2].
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Cvicenie
1. Zistite, ¢i funkcia f(x) = 1+ arctg(3z + 2) je rydzomonoténna a néajdite k nej

inverznu.

sin 3x
l—cosz’

3. Vypocitajte: lim (14 5V/z?), lim (3 — 2arctgz), lim tg(4 —z), lim e'~vV*2,
z—07t T—00 x—4~ z—21
4. Najdime obraz intervalu: a) (—1,3); b) (3,00); ¢) (3,00); ¢) (—o0, =5); d) (2,5) pri
funkcii: a) y = sinz; b) y = log(1l + z); ¢) y = V"2, d) y = 3 — 2arccotg 2.

y = cotg? x — cosx je parna alebo neparna.

2. Zistite, ¢i funkcia y =

3.11 Niektoré dolezité limity funkcii

Pomocou viet o limitach zlozenych funkcii a vlastnosti funkcii a®, =% vieme vypocitat
limity z funkcii typu a/@, (f(2))* (f je funkcia definovana na nejakej mnozine tak, aby
jednotlivé vyrazy mali zmysel, a je konstanta). Ostava otvoreny problém vypoctu limity
funkcii typu F(z) = f(z)9® (f, g st funkcie definované na nejakej mnozine tak, aby

vyraz mal zmysel). Takato funkciu moézeme tiez zapisat
F(x) = e9(@) In f(x)
Jednou z funkcii tohto typu je funkcia
I\z
fl@z)=(1+-)"
x
Veta 3.11.1. Funkcia f(z) = (14 1)" md pre z — oo limitu rovnii e, t.j.

) 1\"
lim (1 + —) =e.
T—00 x

Dokaz. Vieme, Ze a, = (1 + %)n — e pre n — oo (priklad . Ukazeme, ze ak {ng}32,

je Tubovolna postupnost prirodzenych ¢isel (nemusi byt rasttica) taka, ze

klg& Ny = 00, (3.62)
potom
1\"™
A, = (1 + —) — e pre k — oo, (3.63)
T

KedZe postupnost a,, — e pre n — oo podla definicie limity plati

Ve >03ngVn>ng,ne N =la, —¢e| <e (3.64)
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a podmienka (3.62)) znamena
VM >0 3ko VE > ko, k € N = ny > M. (3.65)

Polozme v (3.65)) M = ng, dostaneme, Ze existuje K také, ze pre vSetky k > K je ny > ng

a zo (3.64) potom vyplyva, Ze |a,, —e| < e pre vietky k£ > K, t.j. plati tvrdenie (3.63]).
Teraz dokazeme, Ze lim (1 + %)x =e.
T—r00
Nech x je Iubovolné realne ¢islo, > 1. Polozme [z] = n. Potomn <z <n+1a

1 n 1 T 1 n+1
1+ <({l14+-] <[1+4+- : (3.66)
n+1 T n

Pretoze lim n = lim [z] = 00 a

n—oo T—r00
n 1+ 1 \n+1
lim |1+ zlim%:e7
n+1
, "t 1\" 1
lim (1+ — = lim {1+ — 1+—)=e
n—00 n n—00 n n
zo vztahu (3.66) dostavame tvrdenie vety. ]
Dosledok 3.11.2. 1. lim (1+1)"=e¢;
T——00
2. lim(1 + )% =e.
z—0
Doékaz. Tvrdenie sa jednoducho dokaZze pomocou vety [3.11.1] a substitucie: z = —x v pri-
pade 1., resp. z = % v pripade 2. O
Dosledok 3.11.3. Nech a > 0, a # 1, potom lin%w =log, e = .
T—r

Dokaz. Zvolme funkciu
(1 +a)",  x#0,
fz) =
e, x=0.
Této funkcia je definovana na okoli bodu 0 a vzhladom na désledok [3.11.2] je v bode 0
spojita. Preto log, f(x), ako zlozena funkcia dvoch spojitych funkcii, je spojitéa v bode 0.
Teda

lim log, f(z) = log, (lim(1 + z)"/*) = log, e.
z—0 z—0
Kedze log, f(z) = w pre x # 0 je hladana limita log, e. Pre a = e dostdvame

lim In(1+ )
x—0 xX

= 1.
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Désledok 3.11.4. Nech a > 0, a # 1, potom lin%% =Ina.
T—

Doékaz. Funkcia y = a® — 1 je spojita a rydzomonoténna na R. Existuje k nej inverzna

funkcia z = log,(1 + y), vy € (—1,00), spojitd a rydzomonoténna

ze y — 0 pre x — 0 pouzitim dosledku |3.11.3| dostaneme
a® —1 ) Y

e (T R

Ak a = e je lim €= = 1.
z—=0 T

Cvicenie

1. Nech f(z) # 0, g(z) # 0 na nejakom prstencovom okoli bodu a,

lim f(z) = lim g(z) = 0 a existuje lim £& = ¢
T—a T—a r—a 9(x)
Potom lim (1 + f(z))"/9®) = e®. Dokaite.
r—a
2. Vypocitajte limity: lim ‘82502, iy aresine. )iy, arctge. 3y (
z—0 r z—0 B z—0 T T—00

. 2 . 1
lim (cos z)'/ 8" @; lim Sinhe
z—0 z—0 %

. Vzhladom na to,

3x2+4)x2,
3235-5)



4 Diferencidlny pocet

Podnetom na vznik diferencidlneho poc¢tu boli problémy mechaniky (napr. urcenie
okamzitej rychlosti pohybujiceho sa telesa), problémy geometrie (napr. najdenie doty¢-
nice ku krivkam). RieSenie tychto problémov sa zavigilo v 17. storo¢i vznikom diferen-
cialneho poctu, vznikom pojmu derivacia. Zakladatelmi tejto teorie st nezéavisle na sebe
I. Newton] a G.W. Leibnitz. L.N. Carnot['?] povedal: Niet objavu, ktory by sposobil v
matematickych vedach prevrat taky stastny a taplny ako infinitezimalny pocet, ktory by
poskytol badatelom také jednoduché, pestré a uc¢inné prostriedky pri poznavani prirod-
nych zékonov.

V ¢om spocivali tie najjednoduchsie problémy mechaniky a geometrie?

1. Uloha o pohybe. Nech hmotny bod sa pohybuje po priamke a funkcia S(t) udava
drahu, ktoru presiel bod za c¢as t od zaciatku pohybu. Jeho priemerné rychlost v case

medzi t a t + At je rovna
S(t+ At) — S(t)
At '

Ak vySetrovany pohyb nie je rovnomerny, tak v, sa pri pevnom ¢ bude menit so zmenou

Up:

At a teda ¢im bude mensie At, tym lepsie bude v, charakterizovat pohyb bodu v danom
momente.

Rychlostou bodu v okamihu ¢ — okamzitou rychlostou — je preto prirodzené nazyvat
hodnotu limity, ku ktorej sa blizi priemerné rychlost, ak At — 0, t.j.

v — lim S(t+ At) — S(t)'
At—0 At

(4.1)

2. Uloha o doty¢nici.

Nech je dana funkcia f, definované a spojita na is-
tom d-okoli nejakého bodu zy. Ako najst doty¢nicu ku
grafu funkcie f v bode M = [x0, 0], yo = f(z0)? Ak Y +Ay
prirastok argumentu Az je taky, ze 0 < |Az| < 4,
tak rovnica priamky prechadzajucej bodmi M a P = Yo
[zo + Az, f(zo + Ax)] je

Y—Y = %(m—xo),

obr.1
Hlsaac Newton (1643-1727), anglicky fyzik, pre ktorého bola matematika pomocnym nastrojom pri

sktimani prirody.
121 azar Nicolas M. Carnot (1753-1823), franctizsky matematik.

164
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kde Ay = f(zg+ Az) — f(x0), & A2 = tga (obr.1). Tato priamka je secnicou grafu funkcie
a k = tga je jej smernicou. Ak Axr — 0, potom vzhladom na spojitost funkcie f aj
Ay — 0 a preto |MP| = /(Az)? + (Ay)? — 0.

Dotyénicou ku krivke zadanej rovnicou y = f(x) v bode M sa nazgva limitna poloha

se¢nice prechadzajucej bodom M pre Az — 0. To znamené, ak existuje

o By L S+ A7) — ()
Az—0 Ax  Az—0 Ax

=k, (4.2)

tak priamka prechadzajiuca bodom M so smernicou k je dotyc¢nicou ku grafu funkcie f
v bode z.
Obe limity (4.1) a (4.2) st rovnakého typu a to viedlo k zavedeniu nového pojmu

v matematike.

4.1 Derivacia funkcie

Definicia 4.1.1. Nech funkcia f je definovana na nejakom okoli bodu x( a nech existuje

vlastné

lim flzo+h) — h(xo)'

h—0 h (4.3)

Potom tuto limitu nazyvame derivaciou funkcie f v bode zg a oznacujeme f'(zo).

f@)=f(xo)

Ak oznatime o + h = z, potom f'(zp) = lim ==
T—T0

Operaciu vypoctu derivicie nazyvame derivovanie. Oznacenie derivacie pomocou ¢iar-

D . . . . d df
ky nie je jedinym oznac¢enim. Pouziva sa tiez oznacenie: %‘x:x alebo f Zo) .Aky = f(x)

namiesto f’ mozeme pisat 1/’

Priklad 4.1.2. Vypocitajme derivacie nasledujicich funkeii:

a) f(x) =c¢, z € R, ¢ € R-konstantné.

I (xg) = limM: lim <~ ¢ =0, z9€R.
T—x0 r — I T—=xo0 T — X
b) f(z)=a2",z€R, neN.
oy i (@A)
f(w) = lim

+ .. +h| =na L

v;ﬂ
T

— 8
>

+
VR
o3
~
)

3

b

>

no
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c) flz) =+, x>0
f’(a;)zlim—x h_ﬁzlim h _
h—0 h h=0 h(v/x +h+Vh) 2VT

d) f(z)=a",a>0,a#1, xR,

, ] z+h _ a® ] (lh .
Pl = e m e
(vzhladom na dosledok [3.11.4). Pre a = e mame (e*)' = e”.
e) f(z) =sinz, z € R.
_sin(z+h) —sinz _ 2cos(z+ %) sin2
! — 1 — 2 2 — .
(@) T h ho0 h oS
Podobne sa ukaze, ze (cosz) = —sinz, x € R.
f) f(z) = lz|, = € R.
Ak zy > 0, potom f'(zo) = lim 2=ol — pjy 2=20 —
x—xo TT¥O x—xo %0
Ak 7y < 0, potom f'(zg) = lim 2=ol — pjy =zdze — g
z—xg TTT0 x—xg L0
Ak 2o = 0, potom f'(0) = lim Z aviak této limita neexistuje lebo lim 2 =
z—0 % z—0t+ 7
lim =1, lim & = lim &2 = 1.

z—0t+ T z—0— % z—0—

OJ

Funkcie uvedené v prikladoch a)—e) st spojité a maju derivaciu v kazdom bode, v kto-
rom su spojité. Funkcia f(x) = |z| je spojita v bode 0 a nema tam derivaciu. Aky je teda
stvis medzi spojitostou funkcie v bode a existenciou derivacie v bode? Priklad [4.1.2f)
ukazuje, Ze zo spojitosti funkcie nevyplyva existencia derivacie. (Existuju dokonca spojité
funkcie na intervale a nemaju derivaciu v ziadnom bode toho intervalulﬂ.) Ako vidiet

z nasledujtcej vety, obratena implikacia je pravdiva.

Veta 4.1.3. Nech funkcia f md v bode xq svojho definicného oboru derivdciu. Potom je
funkcia f v bode xq spojitd.

Dokaz. Pre h # 0 plati

f(xo +h) — f(x0)
h

odkial dostavame }llintl) f(zo+h) = f(x0), o znamend, ze funkcia f je spojita v bode zg. [
—

flxo+h) = f(xo) +

h,

13Prvy publikovany priklad takej funkcie patri Weierstrassovi. Skor, nezavisle na iom, analogicky pri-

klad skonstruoval Bolzano, no ten nebol publikovany.
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Priklad 4.1.4. Zistime, ¢i funkcia

mé derivaciu v bode 0.

Riesenie. VySetrime spojitost funkcie f v bode 0. KedZze hH(l)x2 cosi =0 = f(0), je
z—

funkcia f spojita v bode 0 (podla vety [3.6.14) a ma zmysel poé¢itat derivaciu

1
/ — 11 z — |i . —_ =

V druhej motivac¢nej tlohe sme uz povedali, Ze ak existuje vlastna

o @) = fa0)

T—rT( Tr — xo

= ['(20),

tak hodnota f’(z¢) predstavuje smernicu doty¢nice ku grafu funkcie y = f(z) v bode

[0, f(x0)], ktorej rovnica je

y = f(xo) + f'(w0)(z — x0).

Priklad 4.1.5. Najdime rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie y = e*, ktora je rovnobezné

s priamkou y = x — 1.

RieSenie. Smernice rovnobeznych priamok sa rovnaju, preto smernica doty¢nice ku grafu
funkcie je y'(xg) = €™ = 1, odkial dostavame z-ovu stradnicu bodu dotyku zy = 0.
Bodom dotyku 7" = [0, 1] prechédza doty¢nica rovnobezna s danou priamkou. Jej rovnica

jey=x+ 1. N

Analogicky s pojmami jednostrannych limit sa zavedu pojmy derivéicie sprava a deri-

vacie zlava.

Definicia 4.1.6. Nech funkcia f je definovana na pravom (Tavom) okoli bodu z,. Deri-

vaciou sprava (zl'ava) funkcie f v bode xy nazyvame vlastnt limitu sprava (zlava)

b £@) = F(0) (hm f(w)—f(aro))

xﬁ\zar Tr — Xy T—Ty Tr — To
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a oznacujeme f’ (x) (f"(xo)). Derivéicie sprava a zlava nazyvame jednostranné deri-
Vacie.
Priamky prechédzajiice bodom M = [z, f(x¢)] so smernicami f’ (zo), f’ (x0) sa nazy-

vaji dotycnicami sprava, zlava funkcie f v bode M.
Z vlastnosti limit (veta [3.5.10|) vyplyva nasledujica veta.

Veta 4.1.7. Nech funkcia f je definovand na okoli bodu xo. Funkcia f md derivdciu f'(xq)

prave vtedy, ak md jednostranné derivacie f' (xo), f'(z0) a plati fi(zo) = f' (o).

Priklad 4.1.8. a) Zistime, ¢i funkcia

sin x, <0
f(z) = mé derivaciu v bode 0.

arctgxr, x>0

Funkcia f je spojita v bode 0 ( lilgl+ f(z) = lir(I)l f(z) = f(0)). Bude mat derivaciu f'(0),
z—> z—0~

ak budu existovat jednostranné derivacie a f’ (zo) = f!(zo). Vypocitajme jednostranné

derivacie
i f<x) — f(O) . arctg x
| - - et
f+(0) N xli%l*' z—0 :r:li)r(rjl'*‘ x 1’
f2(0) = lim M — lim sinz. L
z—0~ T o0- T

Vidime, ze f%(0) = f(0) =1 a teda f'(0) = 1.
b) V priklade |4.1.2f) sme vlastne ukézali, Ze funkcia f(z) = |z| m& v bode 0 jedno-
stranné derivacie f/(0) = —1, f7(0) = 1, ktoré sa nerovnaju a preto tato funkcia nema

derivaciu v bode 0.

Uvedme teraz, ¢o budeme rozumiet pod pojmom nevlastna derivacia .

Definicia 4.1.9. Nech funkcia f je definované na okoli bodu xy. Hovorime, ze funkcia f

mé v bode xg nevlastnta derivaciu +o00, resp. —oo, ak

lim M = 400, Tresp. —oQ.
T—T0 T — T

Analogicky definujeme jednostranné nevlastné derivacie.
Vieme, Ze hodnota f'(xy) predstavuje smernicu doty¢nice ku grafu funkcie. Ak je

f'(xy) = oo, potom doty¢nica ku grafu funkcie f v bode M = [z, f(x¢)] je kolma
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na os = (je to priamka x = xy. Pozrime sa podrobnejsie na to, ako bude vyzerat graf

funkcie v jednotlivych pripadoch.

Ak f'(z9) = oo (f'(z9) = —o0) znamena to, ze Tubovolna se¢nica iduca bodmi M,
M (M je Tubovolny bod grafu funkcie z malého okolia bodu M) zviera s osou  kladny
(zaporny) uhol « blizky 7 (blizky —7). Vid obr.2 (obr.3).

/ K

Y

<

0 To T 0 To \Q] T
f'(xz0) = o0 f'(z0) = —00
obr.2 obr.3

Ak v bode xg existuju jednostranné nevlastné derivacie réznych znamienok, dotycnica
sprava aj zlava v bode M = [xg, f(zo)] st kolmé na os x a teda su totozné. Priamka

x = xg je doty¢nicou ku grafu funkcie v bode M (obr.4,5).

Y Y
M M
M M
M, M
0 To x 0 To T
f;(mo):oo,fi(xo):—oo fi(xo)Z—Oin(xo):OO
obr.4 obr.5

Priklad 4.1.10. a) Vypocitajme derivaciu funkcie f(x) = /x v bode zo = 0.

Riesenie. Funkcia f je spojitd v bode 0.

Jr o1

b) Vypoéitajme derivaciu funkecie f(z) = V22 v bode zy = 0.
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RiesSenie. Funkcia f je spojita v bode 0 a f(0) =

/(0) — I V 12 — L 1
f0) =l ===l ==
ta neexistuje lebo
. 1
Y Y
y= 1/
y =
0 T 0
obr.6 obr.7

c¢) Vypocitajme derivaciu funkcie f(z) =

0, r <1

vr—1,

v bode zy = 1.
x>1

Riesenie. Funkcia f je spojita v bode 1, f(1) = 0. Vypo¢éitajme jednostranné derivacie

Funkcia f nema derivaciu v bode zy = 1.

d) VySetrime spojitost a existenciu derivacie funkcie f(z) = signz v bode z¢ = 0.

Riesenie.
1 prexz >0,
f(x) =signz =< 0 prexz =0,
—1 prex <0.
- fle)—fO) 1
! — e —_ =
f+(0) N :Izli>r(r)1+ z—0 xllgl* x oo
- flx) = f0) (=)
! = lim ——————~ = lim — = 0.
fFO=ln = S =

To znamen4, Ze existuje nevlastna derivacia f'(0) = oo, avSak funkcia f(x) = signx

nie je spojitd v bode 0. Tento priklad ukazuje, ze v pripade nevlastnych derivacii neplati

veta 4.1.9

[]
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Cvicenie
1. Na zéklade definicie urcte derivaciu funkcie f v bode xg, ak:

fla) = —— o =1;  f(z) =V1+22% 20 = V3;

"
x, x <0
f(l') = , Lo = 0
In(l+z), >0
2. Zostrojte spojitu funkciu, ktord neméa derivaciu v bodoch ag, ay,...,a, (a; € R,
i=1,2,...,n).

3. Najdite rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie f(r) = 2? + 2x + 3, ktora
a) prechadza bodom A = [0, 3];
b) prechadza bodom B = [1,5].

4. Pod akym uhlom graf funkcie y = sinx pretina os x v bode x =0 ?

4.2 Diferencial funkcie

Nech funkcia f je definované na nejakom okoli bodu zy. Ak prejdeme od bodu xy do bodu
xo + h zmeni sa hodnota funkcie o f(xg + h) — f(zo). Tento rozdiel ozna¢ujeme Af =
f(zo+h)— f(x0) a nazyvame diferenciou alebo prirastkom funkcie f, v bode x¢, ktory
patri k prirastku h. V praxi sa Casto stretdvame s tlohou najst diferenciu funkcie alebo
aspon jej pribliznt hodnotu, ¢o pre zlozitejsie funkcie nie je jednoducha tloha. V zavere

tohto clanku ukazeme jednu z metodd najdenia pribliznej hodnoty diferencie funkcie.

Definicia 4.2.1. Nech funkcia y = f(x) je definovana na nejakom okoli bodu zy. Funkciu

f nazyvame diferencovatelnou v bode xg, ak prirastok funkcie sa da vyjadrit v tvare
flxo+h) = f(zo) =A-h+h-w(h), (4.4)

kde A je ¢islo, w(h) je funkcia spojita v bode 0 a lim w(h) = 0.

h—0

Vyraz A-h nazyvame diferencidlom funkcie f v bode g a oznac¢ujeme df (z¢) alebo
dy, df (z)| =z, Teda

Ay=dy+h-w(h) preh—0 (4.5)
pricom dy=A-h. (4.6)
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Je dolezité si uvedomit, ze diferencial je linedrnou funkciou h, je uplne urceny konstan-
tou A (A je konstanta pri pevnom z). V jeho zapise sa mozeme vratit k premennej .
Ak zapiSeme h = x — zp méa diferencial tvar df (zo) = A - (x — x0).

Nasledujuca veta hovori, aky je vztah medzi pojmami ,funkcia méa derivaciu v bode

¢

20" a ,funkcia je diferencovatelna v bode xq*.

Veta 4.2.2. Funkcia f je diferencovatelnd v bode xq prdve vtedy, ak md derivdciu v bode

xo. Pritom plati

df (zo) = f'(x0) - h-
Dékaz. Ak funkcia f je diferencovatelna v bode zy, plati vztah (4.4) a preto

f(wo + 1) = f(xo)

- =A+w(h), preh#0aw(h)— 0preh— 0.

Odtial potom vyplyva, Ze existuje }lLir% w = A, t.j. existuje derivacia f'(zq) = A.
%

f(zo+h)—

Opacne, nech existuje f'(zq) = ’llin%) - I@0) “Odtial vyplyva, ze
—

f(xo +h) — f(x0)
h

— f'(x9) = w(h), kde w(h) — 0 pre h — 0.

Upravou dostavame f(xg + h) — f(z0) = f'(20)h + h - w(h) & znamena, Ze funkcia f je

diferencovatelna v bode zp a A = f'(x0). O

Veta [£.2.2] hovori, Ze existencia derivacie v bode je ekvivalentna s diferencovatelnostou
v bode. Funkciu, ktora ma derivaciu v kazdom bode intervalu (a,b), nazyvame diferen-
covatelnou na intervale (a,b).

Ak je funkcia diferencovatelna na intervale (a,b) a existuju jednostranné derivacie

fi(a), f(b) nazyvame ju diferencovatelnou na intervale (a,b).

Poznamka. 7 vety mame tvar diferencialu v bode x(, ak ozna¢ime h = x — xo,
df (o) = f'(x¢)(x — zo). Pre funkciu g(x) = z jej diferencial v bode z¢ je dg(zo) =
dx}x:xoz x — xg, preto sa da diferencial zapisat tiez v tvare df (zo) = f’ ($0)d93|1,:x0 alebo

skratene f'(xo)dx. Zapis f'(z)dx je bezny na oznacenie diferencialu v l'ubovolnom bode .
Priklad 4.2.3. N&jdime diferencial funkcie y = 2% v bode xy = 5.
Riesenie. Vieme, Ze y' = 322, x € R (priklad [4.1.2p)). Potom

dy =1/ (o) (x — 20) = 3-25(x — 5) = 75(x — 5). O
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Pozrime sa teraz ako je to so vztahom diferencia — diferencial®. Vo vztahu (4.4)) vyraz
w(h) — 0 pre h — 0. To znamen4, Ze pri malej zmene argumentu ho mozeme urobit
dostatocne malym. Preto, ak zamenime diferenciu funkcie jej diferencidlom dostaneme

pribliznu rovnost

Af=df resp. f(zo+h)= f(xo)+ f'(z0) - h (4.7)

Tento vztah mozeme pouzit na priblizny vypocet hodnoty f(xg + h) pri malom h,

ak pozname hodnoty f(xo), f'(zo).
Priklad 4.2.4. Vypocitajte priblizna hodnotu /9, 01.

Riesenie. Polozme vo vztahu (@.7): f(x) = \/x, 20 = 9, h = 0,01. Dalej vieme, ze f(9) =
V9 =3, fl(z) = ﬁ% (priklad [4.1.2¢)), f/(9) = §. Dosadenim do 1} dostaneme

1 18,01
\/9,01£\/§+6-0,01: ’T = 3,00166.
O

Geometrickd interpretacia diferencialu.
Y Nech funkcia f je diferencovatelna v bode xy. Po-
p Z tom existuje doty¢nica ku grafu tejto funkcie v bode
M = [xg, f(x0)]. Jej rovnica je
y = f(zo) + f'(x0)(x — xo).
Nech bod P = [z + h, f(zo + h)] je bod grafu fun-
kcie f, E a F su priese¢niky priamky x = xq + h

s doty¢nicou a priamkou y = f(z¢). Potom
obr.8 E = [1’0 + h, f(l’o) + f/($0)h], F = [LL’Q + h, f(l‘o)]
Rozdiel y-ovych staradnic bodov E, F je f'(xq)h,

t.j. rovny diferencialu funkcie f v bode zy (obr.8).

4.3 Zakladné pravidla vypoctu derivacie

Uvedieme pravidla derivovania sictu, rozdielu, sic¢inu a podielu funkcii, vypocet derivécie

zlozenej a inverznej funkcie.
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Veta 4.3.1. Nech funkcie f, g su diferencovatelné v bode xy. Potom aj funkcie f + g,
f-g, 5 (ak g(zo) # 0) su diferencovatelné v bode xo, pricom plati

(f £9)(w0) = f'(x0) £ g'(x0), (4.8)

(f - 9)'(x0) = f'(w0)g(wo) + f(w0)g (o), (4.9)
f / . f'(w0)g(w0) — f(20)g' (70)

OE e . gla) #0. (4.10)

Dokaz. Dokézeme pravidla pre sicin a podiel. Pravidla pre sticet a rozdiel prenechavame
Citatelovi.
Pravidlo pre stcin.

(fg)(zo) = lim f(x)g(z) — f(x0)g(x0) _

T—x0 T — 1‘0

— Lm (f(x) — f(@o) g(x) — g(xo)f(

PR 9(96’)+x_—xo 950)):

= ["(z0)g(w0) + f(20)g'(20).

T—rT0

Pouzili sme vetu o limite su¢tu a suc¢inu funkcii, vetu a predpoklady vety.

Pravidlo pre podiel.

, [@ _ f(zo)
f o d@  gwy . f(@)g(wo) = f(xo)g(w)
() (= Jim 2 = g T T <
. LI o) () — LD=950) £ (50 _
=y g9(z)g(zo)
_ f’(wo)g(flfo) - f(xo)g’(xo)

92(z0) .

Opét sme pouzili vetu o limite su¢tu, sac¢inu a podielu funkeii, vetu [£.1.3] a predpoklad

vety. O
Désledok 4.3.2. a) Nech funkcia f je diferencovatelnd v bode xo a ¢ € R. Potom
(cf) (o) = cf'(w0).

b) Nech funkcie fy, k = 1,...,n si diferencovatelné v bode zo a ¢, k = 1,...,n si

konstanty, potom

(Z Ckfk) (w0) = D cxfi(wo).
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Priklad 4.3.3. Vypocitajme derivacie nasledujicich funkeii.
a) P(z) = ap2" + ap 12" '+ ... +aix +ag,a, ER, k=0,...,n, r €R.
Podla dosledku 4.3.2 a prikladu 4.1.2b) mame

P'(z) = na,2" '+ (n — Da,_12" 2+ ... +ay.

b) f(x) =2z, neN, z € R\ {0}
Podla vety a prikladu [4.1.2b) plati

xn
Zatial teda vieme, ze (z%) = k- 2%~ pre k € Z.
c) fx) =tgx, v # 5 +km, kel
Podla vety a prikladu [4.1.2¢) mame

, sinz\’  cosxcosz — sinx(—sinz) 1
cos cos? x cos? x
Podobne sa ukaze, ze derivacia (cotgx) = —ﬁ, x#£km, k€.
d) f(z) =z - |z| v bode zy = 0.
Funkcia f je sa¢inom dvoch funkeii g(x) = x, h(z) = |z|. Funkcia g je diferencovatel-

na v bode 0, ¢'(0) = 1, funkcia h nie je diferencovatelna v bode 0. Nemodzeme pouzit

vetu [£.3.1] Avsak podla definicie derivacie

7(0) = 1im L0 =IO _

z—0 x—0 z—=0 I

z- 2| _ 0. O
Veta 4.3.4. [o derivacii inverznej funkcie] Nech funkcia f je spojitd a rydzomonoténna
na intervale (a,b), diferencovatelna v bode =g € (a,b) a nech f'(xy) # 0. Potom k nej

inverzna funkcia f je diferencovatelna v bode yo = f(z0), pricom
1
f'(@o)

Dékaz. Nech f je rastica na intervale (a, b) a zobrazuje ho na interval («, 5) a f'(xg) # 0,

(f(w0))’ (4.11)

xo € (a,b). Podla viet [3.9.19 a [3.9.20| existuje k nej inverzna funkcia na intervale (a, 3),

ktord je spojitd a rastica. To znamena, 7e f(y) # f(yo) pre ¥y # o, ¥,% € (a,f),
yo = f(zo). Preto

f) —flw) _ 11 (4.12)
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pre 4,90 € (o, B), x, 79 € (a,b), f(z) = y. Zo spojitosti f, f dostaneme, Ze ak x — w,
tak y — yo a naopak. Preto, ak prejdeme v (4.12]) k limite pre y — yo na lavej strane,

potom x — x¢ na pravej strane a ta limita podla predpokladu existuje a

o W) = fw) 1 1
(f(%0)) Zg}ggoy_—%o = Jm OSED] ~ fixo)

O

Poznamka. a) Ak vo vzorci (4.11) uplatnime rovnost xp = f(yy) a potom zmenime

oznacenie tak, ze budeme pisat x namiesto yg, vzorec (4.11]) prejde do tvaru

- 1

@) = 5

V)= Fiw)

b) V pripade, ze f'(x¢) = 0, tak vzhladom na rasttcost (klesajucost) funkcie f je
f(x)—f($0)>o <f($)—f(xo)<0)
T — X9 T — TIg
. . 3 /

pre x # xp z nejakého okolia bodu zy a z dostaneme, Ze (f(yo)) = o
((f(yo)), = —00).

Priklad 4.3.5. Najdime derivacie funkcif:

a) f(zr) = {/x,z>0,neN.
Funkcia f(z) = ¥/ je inverzna funkcia k funkcii g(z) = 2", x > 0. Funkcia g je pre z > 0
spojita, rastica, diferencovatelna a zobrazuje interval (0,00) na interval (0,00) a jej de-
rivacia ¢'(z) = n - 2"! # 0 pre x > 0. Podl'a vety dostaneme

P =) = 55 =y~ 70

(podla predchadzajicej poznamky je f (0) = 00).
b) f(x) =log,z, x> 0,a>0,a# 1.

Funkcia log, z je spojita, rydzomonoténna a zobrazuje interval (0, co) na R. K nej inverzna

funkcia x = f(y) = a¥ je spojité, rydzomonotonna, diferencovatelna na R a jej derivécia
(f(y)), = a? - Ina (priklad c )). Podla vety méame

/ . 1 B 1 B 1
Jo= (f(f(x)) a@°%*lna zlna’ z > 0.

Ak a = e, potom (Inz) =1 = >0).
( p
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¢) f(x) = arcsinzx, z € (—1,1).
Inverzné funkcia k tejto funkcii je z = f(y) = siny a (f(y))/ =cosy#0pre y € (—3,%).
Podla vety [4.3.4] plati

flx) = ! ! = ! S x € (—1,1).

(f(f(x))) - cos(arcsinx) /1 —sin?(arcsinz) V1 — 22’

Podl'a poslednej poznamky je f’ (1) = f/(—=1) = oo.

O

Veta 4.3.6. [o derivacii zloZenej funkcie] Nech funkcia ¢ je diferencovatelna v bode x,
funkcia f je diferencovatelna v bode g(xg). Potom zlozena funkcia f(g(z)) je diferenco-

vatelna v bode z( a plati

Dékaz. Polozme ¢ = g(xg),

@(h) = g(xo + h) — g(z0), (4.13)

f'(c) pre k=0,
V) =9 o (4.14)
REEEEE pre k#0.

Ked7ze f, g st spojité funkcie, a existuje f’(¢), potom si spojité aj funkcie ¢, ¥ a p(0) = 0.
Dalej zo vztahu (4.13) je g(xo+h) = c+¢(h) a zo vatahu ([{.14) f(c+k)— f(c) = k- v (k).
Potom pre h # 0 dostavame

flg(zo + h)})b — f(g(z)) _ fle+ 90(2)) — f(c) _ @(hh) p(p(h)). (4.15)

Avsak lim @ = lim w = ¢'(xp) a podla vety [3.8.11f je lim ¥ (¢(h)) = ¥ (0) =
h—0 h—0

h—0

f'(g(x0)). Vzhladom na to zo vztahu (4.15)) dostaneme

~ lim f(g(xo + h)) — f(g(x0))

T=T0 h—0 h

/

fg(x))

= f/(g(l’o)) '9/(1’0)-
O

Ak pouzijeme oznacenie derivacie funkcie y = f(x) ako f'(z) = %7 mozeme derivaciu

zlozenej funkcie z = f(y) = f(g(x)) zapisat
d: _d dy
de dy dz’



4 Diferencialny pocet 178

Pravidlo derivacie zloZenej funkcie mézeme pouzit na funkciu zlozent z koneéného poctu
funkcii. Napr. nech z(t), y(z), z(y) su diferencovatelné funkcie v odpovedajicich bodoch
to, o = z(to), Yo = y(xp). Potom funkcia z = z(y) = z(y(z)) = 2(y(x(t))) je diferencova-

telna v bode ¢ a
dz dz dy dx

At dy dr dt’
Priklad 4.3.7. Najdime derivacie funkcii:
a) f(x)=2",r=",meZ necN,z >0 (ak m je parne moze byt x € R\ {0}).
Funkcia 2" = {/z™ je zlozena funkcia z funkcii g(y) = Wy ay = h(zr) = 2™, ktoré st
diferencovatelné (priklady [4.3.5p), [£.1.2b)). Potom podla vety

f'(x) =g (h(z)) - (x)= %(wm)}i_lmxm_l = %x%_l =ra" L.

Poznamenajme, Ze zatial mame dokdzané, Ze (z%) = az® ! pre a € Q.
b) f(z) =2 x >0,a €R.
Vieme, Ze mocninova funkciu s redlnym exponentom o rovnici y = z* moézeme zapisat

v tvare y = e*™%. Tym je to zloZena funkcia z funkcii ¥, u = alnz a mozeme derivovat

(xa)/ — (ealnm)/ — ealnx(alnx)l — 6alnar: g — % _ (I,IL’a_l

T

SHES]

c) f(x) =2a" x> 0.
Na uréenie derivacie nemozeme pouzit ani pravidlo (a®)’ ani (z*)’. Funkciu f v8ak mo6zeme

zlnz

zapisat v tvare f(z) =e a tu uz vieme derivovat ako zloZenu funkciu

1
f(z) = e"In® (lnx +x—) =2(lnx+1), z>0.

T

Vo vieobecnosti, ak mame funkciu tvaru f(z) = u(z)*@, u(z) > 0 pre v € (a,b)

a funkcie u, v st diferencovatelné v bode = € (a,b), tak

/
f(z) = u(z)"@ (v’(x) Inu(z) + v(x) 4 (x)> . O
Priklad 4.3.8. Vysetrime diferencovatelnost funkcie f(z) = |2* — 1|, z € R.

Riesenie. Funkcia f je zloZena z dvoch funkcii y = g(x) = 2% — 1, h(y) = |y|. Funkcia ¢
je diferencovatelna v kazdom bode = € R, funkcia h je diferencovatelna v kazdom bode
x € R\ {0}. Vetu moZeme pouZit v bodoch, pre ktoré 2 — 1 # 0, t.j. © # +1. To
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znamena, Ze funkcia f(z) = |z? — 1] je diferencovatelna v kazdom bode z € R\ {1, —1}.

V bodoch 1, —1 vetu {4.3.6| nemoézeme pouzit a tak sa obratime na definiciu derivacie

—fa 21
(1) = lim J) = /) = lim =1 neexistuje lebo
r—1 xr — 1 x—1 1 —
P -1 2% — 1
(= tim TN = Ty
+(1) o1t —1 =) ool @ 1
Podobne sa ukaze, ze neexistuje f’(—1), lebo f/ (—1) # f(—1). O

Uvedieme prehladni tabulku vzorcov pre derivovanie zakladnych elementéarnych fun-
kcii. Niektoré z nich sme uz dokazali, zvysné dokazy prenechavame Citatelovi.

1. (¢)) =0, ¢ - realne konstantné ¢islo;

2. (z%) =a-2°' a € R, z > 0 (ak a je také, ze % je definované na R, vzorec plati

pre kazdé x € R);

3. (a®) =a*Ina, z € R, a>0,a#1; (") =€, x € R,
4. (log,z) ==, 2>0,a>0,a#1; (Inz) =1, z>0;
5. (sinz) = cosz, (cosz) = —sinz, x € R;

6. (tga:)’:@, x# 5 +km kel

7. (cotgr) = ——o—, x # km, k € Z;

8. (arcsinx) = \/1;_7, (arccosz) = —ﬁ, lz] < 1;

9. (arctgzx) = #, (arccotgx) = —ﬁ, r €R;

10. (sinhz)" = coshz, (coshz) = sinhz, x € R;

11. (tghz) = m, r € R, (cotghz) = —m, x # 0.

Cvicenie
1. Vysetrite diferencovatelnost funkcie f(x) = 17115'1'.

2. Uré¢te priblizna hodnotu sin 60°30'; /1, 003.
3. Vypocitajte derivacie funkcii: f(x) = ”2;%;4, f(x) = arctg(z? + 1),

f(@) =In(z + V1+2?), f(z) =2, f(z) =log(e” + ™).

4. Vygetrite diferencovatelnost funkcif: f(x) = arccos %, |z| > 1;

Bk
%7 l'?éo
a flz) =
0, =0, 0, xz =0.

2 i 1
rising, x#0

f(z) =
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5. Rozhodnite, ¢i platia tvrdenia a uvedte priklady:
a) Ak funkcia g neméa derivaciu v bode a, funkcia f ma derivaciu v bode a, potom
funkcie f 4+ g, f - g, 5 nemaju derivaciu v bode a.
b) Nech funkcie f, g nemaja derivaciu v bode a, potom funkcie f + g, f - g, §
nemaju derivacie v bode a.
6. Co mozeme povedat o derivacii zlozenej funkcie f(g(x)) v bode a, ak:
a) f ma derivaciu v bode g(a), g nem4 derivaciu v bode a;
b) f neméa derivaciu v bode g(a), g méa derivaciu v bode a;
c) f, g nemajua derivaciu v odpovedajucich bodoch g(a), a.

Uvedte priklady.

4.4 Derivacia a diferencial vyssSieho radu

Nech funkcia f je definované na intervale I a mé v kazdom bode xy € I derivaciu f’(xo).
Funkciu f’ ¢asto nazyvame prvou derivaciou alebo derivaciou prvého radu funkcie f.
Ak funkcia [’ je diferencovatelna v bode xq € I, tak jej deriviciu nazyvame druhou

derivaciou alebo derivaciou druhého radu funkcie f v bode zy a oznac¢ujeme f”(xg),
dz(f(xo)). Teda,

dxz?

f'(xo+h) — f'(wo)'

" — 1
1"(o) B0 h
Ak druh& derivacia existuje v kazdom bode intervalu I’ C I, tak funkciu, ktora kazdému
x € I’ priradi f”(x) oznacujeme f”, 3275.

Ak je funkcia f”(z) diferencovatelna v bode zo € I’, tak jej derivaciu nazyvame tretou
derivaciou alebo derivaciou tretieho radu funkcie f v bode zg a oznacujeme f"'(x);
£3)(x0); %. Teda

f"(@o + h) — f" (o)

" 1
FHw) = iy -

h
Ak tretia derivacia existuje v kazdom bode intervalu I” C I’, tak funkciu, ktora kazdému
x € I priradi f”(x) oznacujeme ", O, ZPT{'

Analogicky definujeme derivaciu [ubovolného radu.

Definicia 4.4.1. Nech funkcia f mé na intervale I derivacie f',..., f" Y n > 2. Ak
je funkcia £~ diferencovatelna v bode zy € I, tak jej derivaciu nazyvame n-tou de-

rivaciou alebo derivaciou n-tého radu funkcie f v bode o a oznacujeme f™(z);
d" f(zo)

dx™
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Podla definicie teda, ak ma funkcia f derivaciu n-tého radu, tak

(n—1) h) — (n—1)
C o p(n) o (xo+h)—f (o)
pmagr U [ (@0) = lim . :

1) = (£ (@)

Citatel nech si sém premysli, ze ak existuje f™ (o) (vlastna alebo nevlastna), potom
existuje 0 > 0 také, ze

1. pre 0 < k <n — 1 st funkcie f*) definované na O;(wo);

2. pre 0 < k < n — 1 st funkcie f*) spojité na Os(xo);

3. ak f(™(z¢) je vlastna, potom f~1 je spojita v bode .

Funkciu, ktora ma v bode zy € I derivaciu n-tého radu nazyvame n-krat diferenco-
vatel'nou funkciou v bode xy. Ak je funkcia f n-krat diferencovatelna v kazdom bode
intervalu I hovorime, Ze funkcia f je m-krat diferencovatelna na intervale I. Ak
funkcia f ma na intervale I derivaciu kazdého radu (t.j. pre kazdé n € N existuje f™) na-
zyvame ju nekone¢ne diferencovatelnou na I. Je vyhodné zaviest definitoricky pojem
nultej derivacie funkcie f takto: f(© = f.

Je zrejmé, ze platia nasledujice vety, ktorych dokazy prenechavame citatelovi.

Veta 4.4.2. Nech m,n € N a funkcie f, g su diferencovatelné na I do takého radu, aby

ich derivdcie vystupugice v tvordend existovali. Potom

a) (f0(2)" = frrtm(a), € I

b) (f+9)"(2) = f(2) + g™ (x), x € I
c) (c/)W(z)=c- f"(z), v €l ceR.

Dékaz sa urobi matematickou indukciou vzhladom na n.

Veta 4.4.3. [Leibnitzov vzorec|] Nech f, g sa n-krat diferencovatelné na I, potom f - g

je n-krat diferencovatelné na I a plati

(o)™ @) =3 (77’)%”—“ ()9 (2).

: i
=0
Doékaz sa urobi matematickou indukciou vzhladom na n s vyuzitim vlastnosti kombi-

nacnych ¢isel.
Priklad 4.4.4. Najdime n-tta derivaciu funkcie f(z) =a*, x € R, a > 0, a # 1.

Riesenie. Funkcia f je diferencovatelna na R a f'(z) = a” - Ina. T4 je opét diferen-
covatelna funkcia na R a f”(x) = a® - In? a. Matematickou indukciou lahko ukaZeme,
7e f(z) =a® - In"a. O
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Priklad 4.4.5. Najdime f"”(z), ak f(z) = |z|>.

Riesenie. Vieme, ze

22, x>0,
flx) =
—2%, <.
Ak z # 0, potom
) 322, x>0,
fix) =
—3z%, <.

Ak x = 0, potom podla definicie f'(0) = liH(l) % = 0. Teda
T—

322, x>0,
f(z) = 0, ax=0, jetospojitd funkcia na R.
—322, <0,
Pre druhu derivaciu plati:
6x, x>0,
f(x) =
—6x, =<0,

a pre z =0 f"(0) = hn%w =0, lebo f7(0) = lim 22 =0
T

=0 z—07F

a f”(0) = lirgl (_3Tm2) = 0. To znamena
r—U_

6x, x>0,
f'(x) = 0, z=0, tj. f"(x)=06|z|
—6x, x <0,
Pre tretiu derivaciu plati
6, x>0,
f"(x) = § =6, x <0,

neexistuje, = = 0.
O

Nech funkcia f je definovana na nejakom okoli bodu xy. UZ sme mali definovany pojem

diferencialu funkcia f v bode zo, df (zo) = f'(zo)(z — xo) = f'(x0)dx (definicia [4.2.1),
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ako linearnej funkcie prirastku argumentu. Vychéadzajic z tejto definicie moézeme zaviest
diferencial druhého radu funkcie f v bode zg takto: d*f(zo) = f"(xo)(z — 20)? =
f"(xo)dx?, ak existuje kone¢na druha derivicia funkcie f v bode .

Podobne zavedieme diferencial n-tého radu (alebo n-ty diferencial) funkcie f v bode
zo takto: d"f(xg) = f (zo)(x — 20)" = f(20)da", ak funkcia f je n-krat diferencova-

telna v bode .

Cvicenie
1. Dokiite, ze: a) ()" = G2 b) (In(z +a)™ = 0D
¢) (sinz)™ = sin(z + nZ).
2. Vypocitajte f pre n > 2, ak: f(z) = (z — 1)®sinz sin(z + 1);
f(z) = (1—22%)In(1 — 3x)3.
3. Nech funkcie f, g st n-krat diferencovatelné odpovedajico v bodoch g(a), a. Od-
vod'te pravidla pre n-ta derivaciu funkcie f(g(x)) v bode a, pre n = 2,3, 4.

4.5 Zakladné vety diferencialneho poctu

Vety, ktoré uvedieme, maji Siroké uplatnenie pri rieSeni teoretickych, ale aj praktickych

problémov. Prv nez ich sformulujeme dokazeme pomocnii vetu.

Lema 4.5.1. Nech f'(xy) # 0, potom existuje § > 0 také, Ze pre kazdé x € O} (xo) plati
(f(x) = f(o))(z — xo) sign f'(x0) > 0.

Dékaz. Nech f'(zg) > 0. Podla definicie derivacie f'(zo) = lim &=/ - ¢ podla

T—x0 ey

vety 13.6.3| existuje d > 0 také, ze %ﬁ,éxo) > 0 pre z € Of(z), ¢o je ekvivalentné
s tvrdenim lemy.
V pripade f'(z9) < 0 je dokaz analogicky (obr.9 a 10). O

Poznamka. Lema hovori, ze ak f'(xq) > 0, tak pre z € (xg — 9, x¢) je f(x) < f(xo)
a pre € (rg,xo + 9) je f(z) > f(zo) a takd funkciu budeme nazyvat rastiicou v bode
xo. Podobne, ak f'(zy) <0, tak pre x € (zg — 9, 20) je f(x) > f(xy) a pre x € (xg,z9+9)

je f(z) < f(zo) a taka funkciu budeme nazyvat klesajicou v bode xy.
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Veta 4.5.2. [Rolleov¥| veta] Nech funkcia f je spojité na (a, b), diferencovatelna na (a, b)
a f(a) = f(b). Potom existuje bod ¢ € (a,b) taky, ze f'(c) = 0.

Dékaz. Podla Weierstrassovej vety (veta[3.9.5)) funkcia f nadobuda na (a,b) svoje maxi-

mum M a minimum m. Mézu nastat dva pripady:

1. funkcia f nadobida aspon jednu z hodnoét m, M v nejakom vnitornom bode
c € (a,b);

2. funkcia f nadobuda obidve hodnoty m, M v krajnych bodoch intervalu (a, b).

Ak nastane pripad 1), dokdzeme, ze f’(c) = 0. Predpokladajme, ze f(c¢) = M (analo-
gicky sa vySetri pripad, ak f(c) = m). Ak by f’(c) # 0, potom podla lemy [4.5.1] v nejakom
okoli bodu ¢ existuji body ¢, ¢z také, ze f(c1) > M a f(c2) < M. To je v8ak spor s tym,
ze f(c) = M je maximum funkcie f na (a,b). Preto f'(c) = 0.

Ak nastane pripad 2), potom m = M = f(a) = f(b) a v tom pripade je f konstantna
na (a,b). Potom v8ak v l'ubovolnom bode ¢ € (a,b) je f'(c) = 0. O

Z geometrického hladiska Rolleova veta hovori, Ze za splnenia jej predpokladov existuje
¢ € (a,b) také, ze dotycnica ku grafu funkcie v bode [c, f(c)] je rovnobezné s osou z.
Rolleova veta dokazuje existenciu aspon jedného takého bodu. Méze sa stat, Ze tych
bodov je viacej alebo aj nekone¢ne vela (obr.11).

Obidva predpoklady Rolleovej vety st podstatné ako ukazuju nasledujice priklady.

Priklad 4.5.3. a) Funkcia f(x) = v/22 je spojita na uzavretom intervale (—1,1), f(—1) =
f(1) = 1, nema derivaciu v bode x = 0. Neexistuje bod ¢ € (—1,1) taky, ze f'(c) =0
(obr.12).

“Michael Rolle (1652-1719), franctizsky matematik, ¢len Parizskej akadémie vied. Dlhti dobu kritizoval

Leibnitzovu tedriu infinitezimalneho poctu.
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; +1
[\ Jf@=f0) !
| | |
@ c \0 / \§ /(; x ) {0 Tz el 0 T
obr.1l =1

b) Funkcia

Je definovana na uzavretom intervale (—1,1), ale nie je na tomto intervale spojita
(nespojita v bode 1 zlava), je diferencovatelna na (—1,1), f'(x) =1, 2 € (—1,1). Nema
bod ¢ € (—1,1) taky, ze f'(c) =0 (obr.13).

O

Veta 4.5.4. [LagrangeovaE] o strednej hodnote| Nech funkcia f je spojita na intervale

(a,b) a diferencovatelna na (a,b). Potom existuje bod ¢ € (a, b) taky, ze

f() = fla) = f(c)(b - a). (4.16)
Dékaz. Definujme pomocnu funkciu

F(r) = (o) - {U 110

Vzhl'adom na predpoklady vety a viet a je funkcia F' spojita na (a,b), diferen-
covatelna na (a,b) a F'(a) = F(b) = f(a). To znamen4, Ze F splia predpoklady Rolleovej

(x —a).

vety a preto existuje bod ¢ € (a,b) taky, ze F'(c) =0, t.].

f(b) — f(a)
F'(c)=0= f'(¢c) - ————=
(@) =0=r() - =1
odkial vyplyva vztah (4.16]). O
Geometricka interpretacia Lagrangeovej vety. PrepiSeme vztah (4.16]) do tvaru
b) —
o HO= 1) .

15 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) — franciizsky matematik, mechanik, astronom. Clen Berlinskej

a Parizskej akadémie vied.
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Lava strana je smernica doty¢nice ku grafu fun- Yy
kcie f v bode [c, f(c)]. Prava strana je smer-
nica seCnice prechadzajicej bodmi A = |[a, f(a)],
B = [b, f(b)]. Lagrangeova veta hovori, Ze existuje
bod ¢ € (a,b) taky, ze doty¢nica ku grafu funkcie f
v bode [c, f(c)] je rovnobezna so se¢nicou prechadza-
jucou bodmi A, B (obr.14).

Okrem tejto geometrickej aplikacie moézeme Lagran-

geovu vetu pouzit na odhad hodnot funkeii, na dokaz

nerovnosti.

Priklad 4.5.5. Dokazeme, Ze pre kazdé x1, x5 € R plati:

|arctg xo — arctg x1| < |xe — x1].

Riesenie. Na funkciu f(z) = arctgx a interval (z1,z9) (resp. (22, 1)) pouzijeme Lagran-

geovu vetu. Funkcia arctg « spliha predpoklady vety a preto existuje bod ¢ € (21, z2) taky,

7e
arctg o — arctgxry = To — T
g2 g1 1+ 2 (@3 1)
odkial
| arctg o — arctg x| = e |xe — 21| < |zg — 21| pre kazdé xi, 19 € R,
pretoze 0 < HLCQ <1 0

Uvedieme niektoré dolezité dosledky Lagrangeovej vety.

Désledok 4.5.6. Nech funkcia f je diferencovatelnd na intervale (a,b) a pre kazdé
x € (a,b) je f'(x) = 0. Potom f(z) = c=konst. na (a,b).

Dékaz. Nech xq je pevny bod, zy € (a,b) a x je Tubovolny bod tohto intervalu. PouZzijeme

Lagrangeovu vetu na funkciu f a interval s koncovymi bodmi xg, x. Dostaneme

f(z) = f(xo) = f'(d)(x — xp), kded € (a,b).

Ale f'(d) =0 a tak f(x) = f(xo) = c - konst. pre kazdé = € (a,b). O
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Priklad 4.5.7. Dokazme, Ze arcsinz 4 arccosw = 7, v € (—1,1).

Riesenie. Pre funkciu f(x) = arcsinz + arccosx plati f'(x) = 0 pre x € (—1,1) a podla
dosledku je f(xz) = c - konst., z € (—1,1). Konstantu ¢ ur¢ime z niektorej funkéne;
hodnoty, napr. f(0) = § = c. O

Désledok 4.5.8. Nech funkcie f, g si diferencovatelné na (a,b) a f'(x) = ¢'(x) pre vSetky
x € (a,b). Potom f(x) = g(z) + ¢, ¢ - konst., x € (a,b).

Dékaz. Zostrojme funkciu h(z) = f(z) — g(z). Vzhladom na predpoklad je h'(z) = 0
na (a,b) a podla désledku je potom h(z) = ¢, ¢ - konst., t.j. f(z) = g(z) +
na (a,b).

O o

Désledok 4.5.9. Nech funkcie f, g si diferencovatelné pre x > x¢ a vyhovuji podmien-
kam f(xo) = g(zo), f'(x) > ¢'(x) pre x > xy. Potom f(z) > g(x) pre x > xy.

Dékaz. Pouzijeme Lagrangeovu vetu na funkciu F(z) = f(x) — g(z) na intervale (zg, x),

x > xg. Pretoze F(xy) = 0 dostaneme
F(x) = F'(c)(x — x0), c€ (x0,). (4.18)

Dalej F'(¢) = f'(¢) — ¢'(¢) > 0, ¢ > x0. Zo vztahu (4.18) potom méme F(z) > 0,
t.j. f(z) > g(x) pre x > xo. O

Priklad 4.5.10. Dokazme, 7e In(1 4+ z) > = — %2 pre z > 0.

Riesenie. Polozme f(z) =In(1+z), g(x) =z — %2 Potom f(0) = ¢(0) =0, f'(z) = 14+x’
g'(xr) =1—zaprex >0 plati 7= > 1 — z (dokazte). Podl'a dosledku je potom
1n(1+x)>x—§prex>0. O

Dosledok 4.5.11. Nech funkcia f je definovand na (a,b), spojitd v bode xy € (a,b)
a diferencovatelnd na nejakom prstencovom okoli O*(xy) bodu xy. Nech existuje vlastnd
(alebo nevlastnd) lim f'(x) = A ( lim_ f'(x) = B) potom existuje derivicia zlava (sprava)
v bode xq a T o

flxo) = A (fi(z0) = B).
Dokaz. Urobime pre derivaciu zlava. Pre derivaciu sprava sa urobi analogicky. Nech x < x
a = € O*(xg). Podla Lagrangeovej vety plati
f(x) — f(xo)

T — X

= f'(¢), ce€ (z,z0).
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Ak existuje lim f’(z) = A, potom limita pravej ¢asti poslednej rovnosti je A. Preto
T—=T(

existuje limita lavej ¢asti rovnosti f’ (zg) a plati " (zg) = A. ]
Veta 4.5.12. [Cauchyho veta o prirastku| Nech funkcie f, g maju vlastnosti:

a) f, g st spojité na (a,b);

b) f, g sa diferencovatelné na (a, b);

c) ¢'(z) # 0 pre vsetky = € (a,b).
Potom existuje bod ¢ € (a,b) taky, ze

f) = fa) _ f'(e) (4.19)

g(b) —gla)  ¢'(c)
Doékaz. Zoberme pomocnu funkciu
F(z) = (f(z) = f(a)(g(b) — g(a)) = (9(z) — g(a))(f(b) — f(a)).

Funkcia F spliia predpoklady Rolleovej vety a tak existuje bod ¢ € (a, b) taky, 7e

F'(c) = f'(c)(9(b) — gla)) — g'(c)(f(b) = f(a)) = 0. (4.20)
Funkcia ¢ splha predpoklady Lagrangeovej vety a tak existuje bod d € (a,b) taky,
ze g(b) — g(a) = ¢'(d)(b — a) # 0 podla predpokladu 3). To znamena g(b) # g(a),
g'(c) # 0 a tak zo vztahu (4.20)) apravou dostaneme (4.19)). O

Poznamka. O jednej geometrickej interpretacii Cauchyho vety sa zmienime v ¢lanku 4.9

,Funkcia dana parametricky®.

Cvicenie

1. Dokazte nasledujicu vetu! Nech funkcia f je spojita na (a,b), diferencovatelna
na (a,b) a fi(a) < f.(b). Potom pre kazdé A, ktoré vyhovuje podmienke f’ (a) <
A < f'(b) existuje aspon jeden bod ¢ € (a,b) taky, ze f'(c) = .

2. Nech funkcia f je spojita na (a,b), diferencovatelna na (a,b) a pre vSetky x € (a,b)
plati f'(x) =k, k - konst. Potom f(z) = kxz + B, x € (a,b), B - konst. Dokazte!

3. Nech funkcia f ma spojita derivaciu f' na R a f”(z) > 2 pre > 0. Ak f(0) =
17(0) = 0, potom pre kazdé x > 0 plati f(x) > 2. Dokazte!

4. Dokazte nerovnosti:
|sinz —siny| < |r —y| pre kazdé z,y € R,

tgx —tgy| > |r —y| prekazdé z,y € (-gg)
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4.6 Pouzitie diferencidlneho poc¢tu k vySetrovaniu vlastnosti fun-
kcii

V tomto ¢lanku vyuzijeme doteraz ziskané poznatky z diferencidlneho poctu, ale aj z

predchadzajicich casti, na to, aby sme ziskali ¢o najviac informacii o danej funkcii. V

jednotlivych odsekoch a)-d) uvedieme metody, ktorymi sa zistuja niektoré vlastnosti fun-

kcie.

4.6.1 Monoténnost funkcie

V tomto odseku uvedieme vety, v ktorych z vlastnosti derivacie vieme ur¢it monoténnost
funkcie.

Nutna a postacujica podmienka monoténnosti funkcie.

Veta 4.6.1. Nech funkcia f je diferencovatelnd na (a,b). Funkcia f je neklesajica (ne-
rastica) na (a,b) prave vtedy, ak f'(z) >0 (f'(x) < 0) pre vSetky x € (a,b).

Doékaz. Urobime dokaz pre pripad neklesajucej funkcie. Dokaz pre pripad nerasticej fun-
kcie sa urobi analogicky:.
Nutnad podmienka. Nech zq je lubovolny bod intervalu (a,b). Funkcia f je neklesajtca

na (a,b) a preto pre kazdé x € (a,b)

ak x>z plati f(z) > f(xo),
ak x <z plati f(z) < f(xo).
Vzhladom na tieto vlastnosti plati
w >0 pre kazdé z € (a,b), x # xo. (4.21)
— Zo

Limita lavej strany (4.21) pre  — x¢ je rovnéa f’(zo) a tak limitnym prechodom v nerov-
nosti (4.21]) dostaneme f’(xy) > 0.

Postacujica podmienka. Nech f'(x) > 0 pre x € (a,b) a x1, xs st [ubovolné body
z intervalu (a,b), 1 < xo. Pouzitim Lagrangeovej vety na funkciu f a na intervale (xq, zs)

dostaneme
f(w) = f(21) = f'(c)(w2 — 1),

kde ¢ € (z1,x2) a f'(¢) > 0. Z poslednej rovnosti potom dostavame, ze
pre kazdé x1, x5 € (a,b), x1 < x9 plati f(x1) < f(z2),

¢o znamend, ze funkcia f je neklesajica na (a,b). O
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Teraz uvedieme postacujicu podmienku rydzomonoténnosti funkcie

Veta 4.6.2. Nech funkcia f je diferencovatelnd na (a,b) a f'(z) > 0 (f'(x) < 0) pre vSetky
€ (a,b). Potom je funkcia f rastica (klesajica) na (a,b).

Doékaz. Urobime dokaz v pripade rastucej funkcie. Nech zq, x5 st Iubovolné body z in-
tervalu (a, b) také, ze 1 < xo. Podla Lagrangeovej vety pouzitej na funkciu f na inter-
vale (xq1,x9) plati f(xe) — f(x1) = f'(c)(x2 — x1), kde ¢ € (x1,22) a f'(¢) > 0. Preto
f(z2) > f(x1) pre kazdé x1, 9 € (a,b), x1 < x9, t.j. [ je rastica na (a,b). O

Podmienka f'(z) > 0 (f’(z) < 0) na (a,b) nie je nutnou podmienkou k tomu, aby
funkcia f bola rasttica (klesajica) na (a,b). Napr. funkcia f(r) = 23 je rastica na R,

no podmienka f'(x) > 0 pre kazdé = € R nie je splnena, lebo f/(0) = 0.

Priklad 4.6.3. Néjdime intervaly monotonnosti funkcie f(z) = 1, € R.

Riesenie. Funkcia f je diferencovatelna na R a f’( ) = (1+ o Nerovnica — (1+ e > 0
plati pre kazdé = € (—o0,0) a nerovnica — T )2 < 0 plati pre kazdé = € (0,00). Podla
vety je f rastica na (—o0,0) a klesajtca na (0, 00). O

Ako ukazuje nasledujici priklad, monoténnost funkcie mozeme vyuzit aj pri dokazoch

nerovnosti.
Priklad 4.6.4. Dokazme, ze ak 0 <z < 7, potom sinxz > %x

Riesenie. VySetrime funkciu

Yy
~ 2
S x i y_ﬂ-
pwy={ 0 O
1, =0 =
0 z T
obr.15 y=sinz

Funkcia f je spojita na (0, 7), diferencovatelna na (0, 7) (dokazte!). Pretoze cosz > 0,
tgx >z prex € (0,7) je f'(z) = <55 (z—tgr) < 0. To znamena, Ze funkcia f je klesajica
na (0, 1), teda f(z) > f(3) prex € (0,%) atak ®2% > 2 tj sinz > 2z prez € (0,3). O
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4.6.2 Extrémy funkcie

Vieme uz, ¢o rozumieme pod extrémami funkcie na nejakej mnozine a mame vety, ktoré
zaruCuju ich existenciu. Tieto vety vSak nedavali navod ako extrémy najst. Skor ako sa

k tomu dostaneme zavedieme pojem lokalneho extrému a podmienky jeho existencie.

Definicia 4.6.5. Nech funkcia f je definovana na intervale I. Hovorime, ze funkcia f
mé v bode z( € I lokdlne maximum (lokadlne minimum), ak existuje okolie bodu xy,

0(zo) C I také, ze pre vetky x € 0(xg), x # xo plati

f(x) < flwo)  (f(x) = flx0))- (4.22)

Ak v (4.22) plati ostra nerovnost < (>), hovorime o ostrom lokdlnom maxime (mini-

me). Lokélne minimé a maximéa sa spoloénym nazvom oznacuju ako lokdlne extrémy.

Funkcia f(x), ktorej graf je znazorneny na obr. 16,

Y ma v bodoch x; a x3 lokdlne minimum, v bode x5

\/ ‘ lokalne maximum.
TNl ¢

r

obr.16

Veta 4.6.6. [Fermatova'®] Nech funkcia f je definovand na intervale (a,b), mé v bode

xo € (a,b) lokdlny extrém a je v tomto bode diferencovatelné. Potom f'(zq) = 0.

Dékaz. Nech funkcia f nadobuda v bode zy €

(a,b) lokdlne minimum (pre lokdlne maximum

dokaz urobime podobne). Potom existuje okolie
bodu zg, 0(z¢) C (a,b) také, ze

ak x € 0(xg), « # o plati f(z) — f(xo) > 0.

f(x) — f(xo)

Ak r < xg, © € 0(xg) potom ——————= <0, (4.23)
T — Zo

a ak x>z, x € 0(xy) potom Jl@) = J(xo) > 0. (4.24)
T — 2o

16Pierre de Fermat (1601-1665) — franctizsky pravnik a matematik. Zaoberal sa hlavne teoriou &isel,

algebrou a pravdepodobnostou.
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Podla predpokladu je funkcia f je diferencovatelna v bode xg, tak existuji jednostranné
limity pre © — ¢ z lavych stran nerovnosti (4.23) a (4.24]). Vzhladom na vlastnosti limit
dostavame f (xg) = f'(z0) <0 a f (x9) = f'(x9) > 0 a preto f'(x) = 0. O

Bod zg, v ktorom f'(zg) = 0 sa nazyva stacionarnym bodom.

Poznamka. Podmienka f’(xg) = 0 nie je postacujucou podmienkou existencie lokalneho
extrému. Napr. funkcia f(z) = 2®, r € R nemé v bode xy = 0 lokdlny extrém, pretoze
f(0)=0,pre x<0jexz®<0aprez>0jex®>0. Pritom f/(0) = 0.

Funkcia f(z) = |z| m& v bode x = 0 minimum a derivacia f’(0) neexistuje.

Veta hovori, ze funkcia f mdze mat lokdlne extrémy len v stacionédrnych bodoch

alebo v bodoch, v ktorych neexistuje prva derivacia funkcie.

Nasledujuca veta dava navod ako najst extrém spojitej funkcie na uzavretom intervale

(a,b).

Veta 4.6.7. Nech funkcia f je spojitd na (a,b)y. Potom funkcia f nadobida svoje mazxi-

mum (minimum) v bode ¢ € (a,b), pre ktory plati niektord z nasledujicich podmienok:

1. ¢ =a alebo c = b,
2. c€(a,b) af'(c)=0
3. ¢ € (a,b) a neexistuje f'(c).

Dokaz. Podla Weierstrassovej vety existuje bod ¢ € (a, b) taky, ze f(c) = xr&az f(z). Staci
ukazat, ze ak ¢ € (a,b) a existuje f'(c) a f'(¢) # 0, potom f nenadobuda v ¢ maximum
(minimum) na intervale (a, b). Podla vety v8ak vieme, Ze za tychto predpokladov
funkcia f nenadobtuda v bode ¢ lokdlny extrém. Preto v iom nenadobtida ani maximum

(minimum) svojich hodnét na (a,b). O

Priklad 4.6.8. Najdime najmensiu a najvacsiu hodnotu (extrém) funkcie
f(x) = |z? — 52 + 4| na intervale (0, 3).
Riesenie. f(0) =4, f(3) = 2.
Funkciu mézeme zapisat takto
2 =5z +4, z€/(0,1),
—(22 —bxr +4), ze(l,3).

fz) =



4 Diferencialny pocet 193

VySetrime diferencovatelnost funkcie f. Podla viet z diferencidlneho poctu

20 -5, x€(0,1)
F'(a) = (4.25)
—(2x —5), =€ (1,3).

Potrebujeme vySetrit diferencovatelnost v bode 1.

2
Vo e |t =br 44l =1 —4] B
A= tm = o S el =3
2 — 5z +4
(1) = tim A e m ) = 3.
Fo) = Y T = i (e - 4) = -3

Kedze fi (1) # f'(1) funkcia f nie je diferencovatelna v bode 1, f(1) = 0.

Ostéava este zistit body, v ktorych f'(z) = 0. Z dostaneme, ze f'(5/2) = 0
a f(5/2) =9/4.

Podla vety najvacsia hodnota f na (0, 3) je max{4, 2,0, % =4 = f(0), najmensia
hodnota je min{4,2,0,2} = 0 = f(1). O

Vieme uz urcit body, v ktorych funkcia moze nadobudat lokalny extrém. Uvedieme
teraz tvrdenia, pomocou ktorych sa da urc¢it druh extrému, t.j. ¢i je to maximu alebo

minimum.

Veta 4.6.9. Nech funkcia [ je spojita v bode xq a diferencovatelnd na nejakom prsten-
covom okoli O*(xy) bodu xy. Nech pre x < xy, x € 0%(xo) je f'(x) > 0 [f'(z) < 0]
a pre x > g, © € O*(z9) je f'(x) <0 [f'(x) > 0]. Potom funkcia f md v bode o lokdlne

maximum (minimum).

Dékaz. Urobime pre pre maximum. Nech x je Tubovolny bod z O*(zy) taky, Ze x < .
Funkcia f je spojita na intervale (x, zy), diferencovatelné na (x, z¢) a podla Lagrangeovej

vety existuje bod ¢ € (z,x) taky, ze
f(x) = fxo) = f'(c)(x —m0) a f'(c) 20.
KedZe x — x¢ < 0 dostavame odtial, ze
pre vietky x < xg, © € O* (o) plati f(z) < f(x0). (4.26)

Podobne, ak pouZijeme Lagrangeovu vetu na funkciu f na intervale (zg, z), kde z > x,

x € O*(zg) dostaneme, 7ze

pre vietky x > xg, x € O*(z0) plati f(z) < f(xo). (4.27)
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Z (4.26]) a (4.27) vyplyva, Ze funkcia f ma v bode xy lokdlne maximum.

Analogicky sa dokaze veta v pripade minima. O

Ak pre derivacie vo vete [4.6.9] platia ostré nerovnosti, potom funkcia f nadobida v bode

xg ostry lokéalny extrém (obr.17).

f@) <0 /( /K f() <0

ro— 90 ro+ 90 To— 90 o To+ 0

obr.17

Priklad 4.6.10. Dokazeme, ze pre z € (0, ) plati nerovnost

3
0 <sin®zcosz < %— (4.28)

3 2 cos x. Potom plati

Riesenie. OznaCme f(z) = sin
1
f(z) =sin® rsinzcosz = 1 sin 2z(1 — cos2z) = 1 sin 2z — 3 sin 4z
a f'(z) = 3(cos2z — cosdz) = sinz - sin3z. Rovnica f/(z) = 0 ma na intervale (0, %)

riefenie zp = %, pricom f'(z) > 0 pre z € (0,%) a f'(z) < 0 pre z € (5,%). Podla

vety 4.6.9m4 funkcia f v bode F ostré lokilne maximum, a to f (%) = %g‘ Dalsie lokélne

extrémy moze mat funkcia f v krajnych bodoch f(0) =0 = f(%) - to je minimum funkcie
fna (0,%) a tak pre kazdé = € (0, §) plati nerovnost (4.28). ]
Veta 4.6.11. Nech xq je staciondrny bod funkcie f a existuje f"(xq). Potom
a) ak f"(xo) > 0, tak funkcie f md v bode xy ostré lokdlne minimum,
b) ak f"(xg) <0, tak funkcia f md v bode xo ostré lokdlne maximum.
Doékaz. Nech xq je stacionarny bod, t.j. f'(xg) = 0 a f”(x¢) > 0. Podla definicie f”(z)
a vlastnosti limit (veta |3.6.3]) existuje okolie O*(z) také, ze ak
r < zo,x € O%(xo) plati  f'(z) < f'(xo)
a x> x9,x €O (xy) plati  f'(z) > f'(x0)

&o podla vety [ znamend, ze funkcia f ma v bode zy ostré lokdlne minimum.
p y ) 0

Analogicky sa dokéaze pripad b). O
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Veta nedava informéaciu o extréme v pripade, ze f”(zy) = 0. Funkcia moze a nemusi
mat extrém v takomto bode zy. Napr. funkcia f(z) = z* v bode 75 = 0 ma minimum
(f(0) = f'(0) = f"(0) = 0), ale funkcia g(x) = 2 nemé v bode zy = 0 extrém (g(0) =
g'(0) = ¢"(0) = 0). Rozhodntt o extréme v takychto pripadoch moézeme pomocou

vety alebo pomocou nasledujtcej vety, ktora uvedieme bez dokazu.

Veta 4.6.12. Nech funkcia f md v bode x¢ prvjch n derivdcii, n > 1. Nech f®)(zq) =0
pre 0 < k < n, f™(xy) # 0. Potom funkcia f md v bode zo ostry lokdlny extrém,
ak ¢islo n je pdarne, a to ostré lokdlne mazximum, ak f (”)(:L’o) < 0 a ostré lokdlne minimum,

ak ™ (zo) > 0. Ak n je ¢islo nepdrne, nemd funkcia f v bode xo lokdlny extrém.

Priklad 4.6.13. Funkcia f(x) = z* v bode 7y = 0 m4 extrém, a to ostré lokalne minimum
(f'(z) = 4a?| =0, f(z) =122%| _ =0, f"(z) = 24z| _; = 0, fD(z) = 24 > 0,

n = 4 — parne).

T=x0

Funkcia f(x) = 23 v bode zy = 0 neméa extrém, lebo f/' = 3$2|9&:0 =0, f"= 6$‘x:0 =0,

f"(x) =6 >0, n =3 — neparne.

4.6.3 Konvexnost a konkavnost. Inflexné body

Najprv uvedme, ¢o budeme rozumiet pod pojmami konvexnost a konkavnost funkcie f

na intervale I.

Definicia 4.6.14. Nech funkcia f je definovana na intervale I. Hovorime, ze funkcia f je
na intervale I rydzokonvexna, ak pre kazdé tri body x1, xo, x3 € I také, Ze x1 < x9 < x3
plati
flzo) = flar) _ flzs) = fl2)
To — I1 I3 — 1
Ak v definicii 4.6.14) v podmienke (4.29)) nahradime znak < postupne znakmi <, >, >
dostaneme definicie funkcie konvexnej, rydzokonkavnej a konkadvnej na intervale I.

V geometrickej interpretécii je vyznam vztahu (4.29) nasledovny. Ak v (4.29) plati rov-

nost, potom body grafu funkcie [z1, f(x1)], [x2, f(22)], [x3, f(x3)] leZia na jednej priamke.

. (4.29)

Ak je funkcia rydzokonvexna na I, lezi bod [zs, f(x2)] pod priamkou spajajacou body
(1, f(x1)], [x3, f(z3)]. Ak je funkcia f rydzokonkdvna na I, lezi bod [xs, f(22)] nad touto
priamkou (obr.18).

Uvedieme tvrdenia, ktoré nam umoznia zavedené pojmy vysSetrovat. Najprv vSak po-

znamenajme (Citatel Tahko overi sam), Ze nerovnost (4.29)) (so znakmi <, >, <, >) je
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obr.18

ekvivalentné s nerovnostou

f(@2) (s — 21) < fa1)(xs — @2) + flas) (x5 — 21)
a té je ekvivalentna s nerovnostou

f(za) — f(z1) - f(x3) — f(x2)

To — X1 T3 — T2

(4.30)

(s odpovedajucimi znakmi nerovnosti), teda aj nerovnosti (4.29)) a (4.30) st ekvivalentné.

Veta 4.6.15. Nech funkcia f je diferencovatelnd na intervale (a,b). Potom funkcia f je
konvexnd (konkdvna, rydzokonvexnd, rydzokonkdvna) na (a,b) prave vtedy, ak jej derivd-

cia f' je neklesajica (nerastica, rastica, klesajica) na intervale (a,b).

Q3 2)/ 1

obr.19

Dékaz. Nech funkcia f je konvexna na intervale (a, b). To znamena, Ze plati vztah (4.30<),
pre kazdé xq,x9, 23 € (a,b), v1 < x9 < xz. Ak v tomto vztahu urobime limitny prechod

pre x9 — x1 dostaneme
f(x3) — f(x1)

T3 — T1

f(z) < (4.31)
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a limitnym prechodom pre x5 — x3 opét vo vztahu (4.30[<) dostaneme

f(xs) — f(x1)

T3 — T
Spojenim (4.31)) a (4.32)) mame, ze pre kazdé x1,x3 € (a,b), z1 < x3 plati f'(x1) < f'(x3)
¢o znamené, Ze f’ je neklesajtca na (a,b).
Ak je funkcia f rydzokonvexna platia tiez vztahy (4.31]) a (4.32), t.j. f’ je neklesajuca
na (a,b). Ak naviac pouzijeme Lagrangeovu vetu mame z (4.30/<)
f(@2) — f(x1) < f(xs) — f(x2)

Lo — X1 T3 — T2

< f'(xs). (4.32)

() < fi(&) = = f'(&) < f'(w3)

pre 1 < & < mg < & < x3, t.j. f' je rastica na (a,b).
Postacujuca podmienka. Nech a < 1 < x9 < x3 < b. Podla Lagrangeovej vety existuji
body &1, & také, ze 11 < & <xo <& < w3 a

flas) = flan) FE), f(x3) — f(z2)

To — 1 XT3 — T2

= ['(&). (4.33)

Ak derivacia f’ je neklesajuca, potom f'(§1) < f/(&), ¢o je vzhladom na (4.33) pod-
mienka (4.30<) konvexnosti funkcie f. Ak f’ je rastica, potom f'(§) < f'(&), ¢o je
podmienka (4.30<) rydzokonvexnosti funkcie f.

Dokaz v pripade konkavnej a rydzokonkavnej funkcie sa urobi analogicky. O]

Za predpokladu, Ze funkcia f je 2-krat diferencovatelna, tak vzhladom na vety
a[4.6.2) mozeme vetu [4.6.15] preformulovat nasledovne.

Veta 4.6.16. Nech funkcia f je na intervale (a,b) dvakrdt diferencovatelndg. Funkcia f je
konvexnd (konkdvna) na intervale (a,b) prave vtedy, ak f"(x) >0 (f"(z) <0) na (a,b).
Ak f"(z) > 0 (f"(x) < 0) na intervale (a,b), potom je f rydzokonvernd (rydzokon-

kdvna) na (a,b).

V pripade rydzokonvexnosti (rydzokonkévnosti) funkcie f podmienka f”(z) > 0
(f"(z) < 0) nie je nutnou podmienkou. Napr. funkcia f(z) = 2? je rydzokonvexna,
jej derivacia f'(r) = 42% je rasttca funkcia na R. Avsak pre druht derivaciu plati
f"(xz) = 1222 > 0 na R, lebo f”(0) = 0.

Pri zostrojovani grafu funkcie f je potrebné poznat body, v ktorych sa meni ,,vypuklost*

krivky, tzv. inflexné body.



4 Diferencialny pocet 198

Definicia 4.6.17. Nech existuje § > 0 také, Ze funkcia f je definovana a diferencovatelna
na intervale (xg — J, 29+ ¢). Ak na intervale (xy — 0, x¢) je funkcia f konvexna (konkévna)
a na intervale (zg, o + J) konkdvna (konvexné) hovorime, ze bod zy je inflexny bod
funkcie f.

Napr. funkcie f(z) = 23, f(x) = /x (obr.6) maju v bode z = 0 inflexny bod.

Nutna podmienka pre inflexny bod.

Veta 4.6.18. Nech funkcia f md na nejakom okoli bodu xy druhi derivdciu, spojitid v bo-

de xy. Ak xg je inflexny bod funkcie f, potom f"(x¢) = 0.

Dékaz. Nech f"(xo) # 0, t.j. f"(xo) > 0 alebo f"(x¢) < 0. Nech f”(xo) > 0. Zo spojitosti
f” v bode zy vyplyva existencia okolia bodu xg, O(xg) takého, ze pre vietky = € O(zg)
je f"(z) > 0. Podla vety je funkcia f rydzokonvexné na O(zg), ¢o je v spore
s definiciou [4.6. 17

Dokaz pre f”(xy) < 0 sa urobi analogicky. ]

Postacujica podmienka pre inflexny bod.

Veta 4.6.19. Nech funkcia f je spojitd v bode xy a existuje & > 0 také, Ze funkcia f md
na intervale (xo— 0, xo+9) druhi derivdiciu. Ak f"(x) <0 (f"(x) > 0) pre x € (xog— 9, o)
a f"(x) >0 (f"(x) <0) pre x € (xg,x0 + §), potom xqy je inflexny bod funkcie f.

Dékaz. Nech f"(xz) < 0 pre x € (xg — d,29) a f"(z) > 0 pre x € (xg,x9 + 9). Podla
vety 4.6.16| je potom funkcia f konkévna na (x¢ — 0, z¢) a konvexna na (xg,xo + 0) a to

znamend, ze o je inflexny bod. m

Veta 4.6.20. Nech funkcia f je spojitd v bode xy a f"(xo) =0, f"(xq) # 0. Potom f md

v bode xq inflexny bod.

Dékaz. Predpokladajme, ze f”(x¢) > 0. V pripade f”(z¢) < 0 postupujeme analogicky.

Pretoze

> 0,

f”l(xo) — lim f”(I) — f//(:EO)

T—T0 T — T

podla vety existuje § > 0 také, ze pre vietky = € (xg — 9,9 + §), © # xo plati
f"(x)

r — T

>0 (f"(x0) =0).

Odtial dostavame, Ze pre x € (xg — 0, x¢) je f"(x) < 0 a pre x € (xg, x9+0) je f"(x) > 0,
¢o podla vety znamena, ze xg je inflexny bod. O
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Priklad 4.6.21. Vysetrime konvexnost, konkavnost a inflexny bod funkcie

Y

BN

obr.20

Riesenie. Uréme prva a druhi derivéaciu funkcie f. Pre x > 0 je f'(z) = e* a pre x < 0
méame f'(z) = se". Podla dosledku 4.5.12 f (0) = lim e* =1, f1(0) = lim fe7® =4,
z—0

)
z—0
to znamena, ze f'(0) neexistuje. Teda

e*, x>0, e’, x>0,
fl(x) = %e’z, r<0, a f'(z)= —%e’x, r <0,
neex., x =20 neex., x = 0.

Vidime, ze funkcia f je konvexna na intervale (0,00) (f”(x) > 0) a konkdvna na intervale

(—00,0) (f"(x) < 0). Bod 0 nie je inflexny bod, pretoze f nie je diferencovatelna v bode 0
(obr.20). O

Veta [4.6.20| nedéva informaciu o inflexnom bode v pripade, ked f"”'(z¢) = 0. Aj v tomto
pripade, podobne ako u extrémov, nam pomoze bud veta [4.6.20] alebo nasledujica veta,

ktort uvedieme bez dokazu.

Veta 4.6.22. Nech funkcia f md v bode x¢ prvjch n derivdcii, n > 2. Nech f*)(z) =0
prek =2,3,...,n—1 a f™(x9) # 0. Potom funkcia f md v bode zo inflexny bod, ak n

je cislo nepdrne. Ak n je ¢islo parne, funkcia f nemd v bode xy inflexny bod.

Priklad 4.6.23. Funkcia f(z) = 2% nem4 v bode zy = 0 inflexny bod, lebo f'(zg) =

f(z0) = = fO(x0) =0, fO(x0) = 6! # 0 a 6-parne &islo.

5

Funkcia g(x) = 2> méa v bode zy = 0 inflexny bod, lebo ¢'(z¢) = ¢"(z0) = ¢"(x0) =

g® (x0) =0, g® (20) = 5! # 0, 5-nepéarne &islo.
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4.6.4 Asymptoty

Vieme uz urcit vela vlastnosti funkcie. K tomu, aby sme mohli nakreslit graf funkcie
potrebujeme vediet, ako sa sprava funkcia pre x ,dostatocne velké*, popripade v okoli

bodov, v ktorych nie je definovana. V tom ndm pomoézu asymptoty grafu funkcie.

Definicia 4.6.24. Nech funkcia f je definované v okoli bodu 400 (resp. —o0). Hovorime,
ze priamka o rovnici y = kx + ¢ je asymptotou so smernicou grafu funkcie f v bode
+00 (—00), ak lim (f(z) —kz —q) =0 (resp. lim (f(z) —kx —q) =0).

T—00 Tr—r—00

Vznika otézka, ¢i existuje asymptota so smernicou grafu funkcie a ako ju vypocitat.

Odpoved dava nasledujuca veta.

Veta 4.6.25. a) Nech

lim o) _ k (keR) a lim(f(z)—kz)=q (¢€eR). (4.34)

r—o0 I T—00

Potom priamka dand rovnicou y = kx + q je asymptotou so smernicou grafu funkcie f
v bode 0.
b) Ak priamka o rovnici y = kx + q je asymptotu so smernicou v bode oo grafu funkcie

f, potom k = lim @, g = lim (f(:zc) — kx)
T—00 T—00
Doékaz. a) Nech existuju konecné limity v (4.34]), potom

lim (f(z) — (kz +¢)) = lim ((f(z) — kz) — ¢) = 0.

T—00 T—00

b) Nech lim (f(z) — (kz 4 ¢)) = 0. Upravou dostaneme

T—00

RGO, <@_<k+2>+k+2) i L@ (ke ta)

r—o0 I T—00 x T—00 xr
+ lim <k+g> — lim (f(2) — (ke + ) - lim ~ + k=&
T—00 x T—00 T—00 I '
Dalej 7z rovnosti lim (f(a:) — (kx + q)) = 0 vyplyva, ze ¢ = lim (f(a:) — kx) ]
T—r00 T—r00

Podobné tvrdenie plati aj pre asymptotu so smernicou v bode —oo. Sformulujte toto

tvrdenie.
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Priklad 4.6.26. Urcéme asymptoty so smernicou grafu funkcie f v bode +00 a —o0, ak
3

f@) = 2.

Y
\
Y \
\
\
\
\
\
\
\
1
[ | 2
—3‘ -1 0 2 T _1} { 0 T
\
\ | ]
\ \
\ L
| L
| \
| |
S| R 14 I
4 [
I k-1—-4
\
\
\
obr.21 | obr.22
\
\
Riesenie.
3
im L o T 1 4 k=1
3
atier lim 29— m — 1ty K =1
r——00 I T——00 Qj(:lj‘ —+ 1)2
: . z? 22— :
Jin (1) ) = D (g ) = gy = 2 0= 3
a tiez lim ( f(z)—Fk IL‘) = —2. Teda priamka y = x — 2 je asymptotou so smernicou grafu
T—00
funkcie f v bode +00 aj —oo (obr.21). O

Medzi priamkami y = kx + ¢ sa nenachadza priamka z = a, rovnobezné s osou y. Této

priamka by tiez mohla byt asymptotou grafu funkcie.

Definicia 4.6.27. Priamku o rovnici = a nazyvame asymptotou bez smernice grafu

funkcie f, ak nastane aspon jeden z tychto pripadov:

a) lim+ f(z) =00, b) lim+ f(z) = —o0, ¢) lim f(x) =00, d) lim f(x)= —oc.
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Priklad 4.6.28. Najdime asymptoty bez smernice grafov funkeii
a) f(z) = b) f(@) = s

Riesenie. a) Funkcia f nema asymptotu bez smernice, pretoze v kazdom redlnom ¢&isle
ma vlastnd limitu.

b) Funkcia f moéze mat nevlastna limitu len v bodoch, v ktorych xz(z + 1) = 0, t.j.

x =0 aax = —1. Vypoc¢itajme lim f(x) = oo, lim f(z) = —oo, lim f(z) = —o0,
z—0t z—0~ z——1+
lim f(r) = co. To znamena, Ze priamky o rovniciach x = 0, z = —1 st asymptotami
rz——1"
bez smernice grafu funkcie f (obr.22). O

4.6.5 Priebeh funkcie

Teraz mozeme vSetky ziskané poznatky zhrnit a vyuzit pri vySetrovani zékladnych vlast-
nosti danej funkcie a k nakresleniu jej grafu.

Vysetrovanim priebehu funkcie rozumieme postupné rieSenie nasledujicich tloh:

1. Najst definiény obor a obor funkénych hodnot funkcie f. Pre ulah¢enie dalsieho
vySetrovania je dobré vySetrit eSte Specidlne vlastnosti a to parnost, neparnost,
periodi¢nost, nulové body (t.j. body, pre ktoré f(z) = 0).

2. Rozhodnit o spojitosti funkcie f na definicnom obore.

3. Vygetrit asymptoty grafu funkcie (urcit limitné vlastnosti funkcie f v bodoch ne-
spojitosti a v krajnych bodoch defini¢ného oboru).

4. Vysetrit, v ktorych bodoch definicného oboru existuje derivacia, resp. nevlastna
derivacia, a vypocitat ju.

5. Rozhodnit o monoténnosti funkcie f.

6. Najst lokalne a absolutne extrémy, pokial existuju.

7. Vysetrit existenciu druhej derivacie funkcie f.

8. Rozhodnit o konvexnosti a konkévnosti funkcie f, najst inflexné body funkcie f.

9. Nakreslit graf funkcie f.

V predchadzajtcich ¢astiach sme odvodili tvrdenia, ktoré ndm umozinuja jednotlivé
tlohy vyriesit. Nutnou podmienkou pri rieseni tychto tloh je dobra znalost vlastnosti

zékladnych elementarnych funkcii.
Priklad 4.6.29. VySetrime priebeh funkcie f(z) = va? + 22

Riesenie. 1. D(f) =R — je to zlozena funkcia z funkcii h(y) = /y (D(h) = R, H(h) = R)
a g(x) =2’ + 2% (D(g) =R, H(g) =R); f(0) =0, f(=1) =0.
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2. Je spojita na celom defini¢nom obore, pretoze (veta|3.8.11]) obidve zlozky st spojité
funkcie na R. Jej oborom hodnot je interval, a to (—oo, 00), lebo lim /a3 + 22 = —o0,
T——00

lim /23 + 22 = oo (veta|3.9.10).

T—00
3. Asymptoty bez smernice nemé, pretoze je spojitd na R. Vypocitame asymptoty

SO smernicou.

o Vad 4 a2
k= lm — =1,
T—00 T
g = lim <\3/q:3 + 22— q:) = lim v = L
T—00 T—00 3/(];3 + IQ)Q + I‘S/I3 + T2 + 72 3

Priamka y = = + % je asymptotou so smernicou v bode x = 400 aj v bode z = —o0

(ukéazte, ze je asymptotou v bode z = —o0!).

4. Funkcia g je diferencovatelna v kazdom bode x € R (polyném), funkcia h je diferen-
covatelna v kazdom bode y € R\ {0} (priklad [£.3.5]). Na zaklade vety je funkcia f
diferencovatelna v kazdom bode z € R\ {0, —1} a

Fz) = %(933 +0?) 23302 4 2) = %(az 1) 3e +2), xe R\ {0,—1}.

Podla dosledku plati
f(0) = lim f'(z) =00, f2(0) = lim f'(z) = —oco, f(0) = lim f'(z) = oc.

z—0+ z—0— T——1

5. Derivécia existuje v kazdom bode z € R\ {0, —1} a v bode —1 ma funkcia nevlastnu

derivaciu +o0o. Preto

f'(z) >0 pre x€ (—oo0,—1)U(—1,—-2/3)U(0,00),
f'(x) <0 pre ze€(-2/3,0).

Podl'a vety je funkcia f rastica na intervaloch (—oo,—2/3), (0,00) a klesajuca
na intervale (—2/3,0).

6. Funkcia méze mat extrémy v bodoch, v ktorych je derivacia rovna nule alebo ne-
existuje. V naSom pripade méze mat extrémy v bodoch z = 0 (derivicia neexistuje),
x = —2/3 (derivacia rovna nule). Podla vety mé funkcia f v bode x = —2/3 lokalne
maximum, a to f(—2/3) = v/4/3 a v bode z = 0 lokélne minimum, a to f(0) = 0.

7. Funkcia f mé druha derivaciu na R\ {0,—1}, a to

2
f(x) = —§(m + 1) . 2743, (Zdovodnit!)
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8. f"(x) >0prex € (—oo,—1) a f"(z) <0 prex € (—1,0)U(0,00). Podla vety 4.6.16
je funkcia f rydzokonvexna na intervale (—oo, —1) a rydzokonkavna na intervaloch (—1,0)

a (0,00). Inflexny bod nema.
9. Nakreslite graf (obr.23). O

obr.23

Cvicenie
1. Nech funkcie f, g st definované na intervale I a splhaja predpoklady:
a) Existuje a € I také, Ze pre vietky = € I, x > a existuju f, ¢ pricom
fi (@) > g ().
b) f®(a) = ¢g®(a), k=0,1,....,n—1.
Potom f(x) > g(z) pre vsetky z € I, > a.
e Dokazte!
2. Dokazte nerovnosti: x — "”—2 < ln(l + ) <z pre z <0,
tgx >a + % pre x € (0,7).
3. Nech funkcia f je diferencovatelna na intervale I. Funkcia f je konvexné (konkavna)
prave vtedy, ak jej graf na intervale [ lezi nad (pod) doty¢nicou v lubovolnom bode
intervalu 7. Dokézte!

4. Nech f je spojita na (a,b). Funkcia f je konvexna (konkavna) prave vtedy, ak

f <x1+x2) < f(x1) + f(x2) (f ($1+5€2> > f(11)+f(952))_

2 2 2 2

5. VySetrite priebeh nasledujucich funkeii:
f(x) = arctg Tigs f(a) = FEEPL f(o) = 27 f(2) = |,
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r) = /(z* — 1)2; f(x) = |z| - e, f(x) = arcsinsinz.
6. Dokazte, Ze rovnica 23 — 3% + 62 — 1 = 0 méa len 1 redlny kore.

7. Dokézte, Ze pre kazdé z € R plati £ < xrfi;il < 2.

8. Rozhodnite, ¢i existuje min f(z), max f(z) na mnozine A a najdite ich:
a) f(x)=a—4x+6, A=(-1,5); b) f(z)=1+:=, A=(0,1).

x?

4.7 L’Hospitalove pravidla

V ¢lanku 3.7 sme si v8imli, Ze v istych pripadoch nevieme rozhodniit o hodnote limity a tym
ani o jej existencii, ¢i neexistencii. St to napr. limity podielu E ; pre z — a (a € R), ked
obidve funkcie f, g maju bud nulovi limitu alebo nevlastnd limitu pre x — a, t.j. limity
typu g, 2. Pre vypocet limit tychto typov pouzivame L’Hospitalove pravidla sformulované

v nasledujicich vetéach.

Veta 4.7.1. Nech a € R a funkcie f, g si definované na prstencovom okoli bodu a, O*(a)
a splnaju predpoklady:
1. lim f(x) =0, lim g(z) = 0;
Tr—a T—a
2. pre vietky x € O*(a) ezistuju derivdcie f', ¢ a ¢'(z) # 0;
3. existuje lim £.2)

w—va 9'(2)

f(x) flx) _ f'(x)
Potom existuje hm o @ plati }:111(11 e }EILI(II 70

Dékaz. Oznacme lim L& = A. Rozdelme dékaz do dvoch &asti podla toho, ¢i a € R

14)(1 ,(

alebo a = 400, resp. a = —o0.
a) Nech a € R. Dokazeme, Zze lim %) = A. Dokaz pre limitu zlava je podobny.

zat 9 )

Spojenie obidvoch vysledkov da tvrdenie vety. Dodefinujeme funkcie f, g v bode a.

F(z) = fi)”’ BECE 9(03”)’ e,

Funkcie F, G st spojité na O(a) (vzhladom na predpoklady 1) a 2)) a spliaji predpoklady
Cauchyho vety na intervale (a,x) C O(a). Preto existuje bod ¢ € (a,x) taky, ze

_ F(z) - -
g(x) ~ Gla) - (a) T gl (4.35)
f!

(c)

Ak x — at, potom aj ¢ — at a lim = A. Z rovnosti (4.35) dostavame tvrdenie vety.

csat 9
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b) Nech a = oco. Substiticiou t = 1/x zobrazime okolie bodu oo na pravé okolie bodu
0. Ak teraz ozna¢ime F'(t) = f(1/t), G(t) = g(1/t) dostaneme
lim F(t) = li =0, li t) =l =
lim F(t) = lim f() =0, lim G(t) = lim g(z) =0,

T—00

') —f /-t f/e)

/
= = re t # 0.
am - —gumn7gam P
Pretoze ) ) o
1/t t
Azlimf(x):limf(/>:lim (),
z—oo ¢'(z) =0t ¢'(1/t) =0t G'(t)
podla uz dokizanej Casti je lim £ — A ateda A= lim L2,
t—0+ G(t T—00 g(m)
Analogicky sa dokaze veta pre a = —oc. ]
Veta |4.7.1| plati aj pre jednostranné limity. AvS8ak pozor, ak neexistuje lim ’; :ég (po-
T—ra
pripade jednostranné limity) z toho nevyplyva, Ze lim % neexistuje. [lustrujeme to na na-
T—a

sledujicom priklade.

Priklad 4.7.2. Vypocitajme lin% %
r—r
Riesenie. Ozna¢me f(r) = x?sin(1/z), g(z) = sinx. Funkcie f, g st definované na prs-
tencovom okoli bodu 0, hH(l) f(z) =0, 1irr(1) g(x) = 0. Utvorme podiel derivacii,
z— z—

1

T

f/(x)  2wsin i — cos

g'(x) cos T

Limita lir% % neexistuje (dokéazte!), pricom
xT—

]

L’Hospitalovﬂ pravidlo sa da pouzit niekol’konasobne. Dokaz tvrdenia, ktoré sformu-

lujeme v nasledujucej vete, prenechavame ¢itatel ovi.

Veta 4.7.3. Nech funkcie f, g si definované na prstencovom okoli bodu a, O*(a), a plati:
1. pre vsetky x € O*(a) existujii fO(z), ¢gD(x) #0,i=1,2,...,n;

17Guillaume Francois de L’Hospital (1661-1704) — franctzsky matematik, ziak Johana Bernouliho.
Bernouli napisal pre L.’Hospitala uéebnicu mat. analyzy, ktorta publikoval L’Hospital a tak vlastne uvedené

pravidla patria J. Bernoulimu.
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2. funkcie fO), g, j=0,1,...,n —1 si spojité na O*(a) a lim f9)(z) =0,
Tr—a
lim g (2) =0,7=0,1,....,n—1;

r—a

i 1y £ (@)
3. existuje }Elil(ll (@)
. N C) ce f(x) e ()
Potom existuje ilg(ll o @ plati :}SILILII OB glclirlll OIS

Priklad 4.7.4. Vypocitajme lim 2, a > 1.
T—00

Riesenie. Pouzijeme vetu [4.7.3]

a8 . 322 _ 6 , 6
lim — = lim = lim ——— = lim ———— =0.
r—o0 qF z—oo a% - lna =00 g% - In“ a z—o0 g% - In° a

O

Poznamka. Veta ostane v platnosti, ak v nej predpoklad 1) nahradime predpokla-
dom lim |f(z)| = oo, lim |g(x)| = co. Doékaz tohto tvrdenia nebudeme robit, ¢itatel ho
r—a T—a
najde v literatare [5].
Ako je vidiet z uvedeného, L’Hospitalovo pravidlo mozno pouzivat na vypocet limit
typu 2 a 2. Da sa vSak pouzit aj na vypocet limit typov 0- oo, 0o — 00, 0°, 00, 1%, ktoré

sa pomocou uprav daju previest na typy g resp. =. UkaZzeme niektoré upravy.

1. ll_l}(ll(f(x) - g(x)), pricom glglir; f(z) =0, glgllgg(x) = 00. »

V tom pripade je lim -~ = 0 a mozeme pisat lim(f(x) - g(z)) = lim a mozeme
z—a 9() z—a z—a 1/9(@)

pouzit vetu 4.7.1
Priklad 4.7.5. Vypocitajme JH})& z*Inz, a > 0.
Riesenie.
i 2o = lig 2% = i — 0 i (7] =0 a0

2. lim(f(z) — g(z)), pricom lim f(z) = lim g(z) = .
T—ra r—a r—a
Pre z € O*(a) mdzeme urobit tpravu

1

1

@ ~ 7@
f@) —g(z) = S

@@

Limity citatela a menovatela pre x — a st v poslednom vyraze rovné 0 a opat mozeme

pouzit vetu 4.7.1
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Priklad 4.7.6. Vypocitajme lim (1L — %1)
g1 \lnz @

Riesenie.
1 1 . x—1—Inz ) 1-2
lim (| — — = lim ———— = lim z —
a1 \Inzx  x—1 v=1 (z—1)Inz  2=1 Inz+ =1

r—1 . 1 1
— = lim = —.
=1 glnz4+x—1 2z=1lnx+2 2

O

3. lim f(z)9@®, f(x) > 0 na nejakom okoli bodu a, a napr. lim f(z) = oo, lim g( )=0.
T—a
Vieme, 7Ze plati f(z)9®) = 9@ f(@) Vzhladom na spOJltost funkme e’ stam potom Vy-

pocitat lim g(x)In f(z), ¢o je typ 1).
Tr—a

Priklad 4.7.7. Vypoditajme lim,_,o 2/

ez o yypoditame lim 22 = lim 12 = (. Podla vety|3.8.10

Riesenie. Upravme z'/* = e -

lim xl/w — lim 6l/zlnz _ ehm,cﬁoo 1/zlnz — 60 —1.

T—00 T—00

Cvicenie

1. Zistite, ¢i existuju nasledujtice limity a vypocitajte ich:
1. }jl_)n}(l—x)log:CQ; 2. hm(l—az)tg—; 3. xh_>m p

4. lim 02 5. lim sinz—zcosz, 6. lim Joe@*+e?)

250 x ’ 750  sindz 20 log(zt+e®)”

4.8 Taylorov polyném

Videli sme, napr. v lemeld.5.1|a v ¢lanku 4.6, Ze vlastnosti derivicie funkcie f v bode urcuju
vlastnosti funkcie v okoli tohto bodu. D4 sa oc¢akavat, ze ¢im vyssieho radu derivacie dvoch
funkcii buda mat rovnaké hodnoty v danom bode, tym lepSie jedna funkcia aproximuje
druhti v okoli tohto bodu. Nas bude zaujimat aproximacia funkcie v okoli nejakého bodu
polynémom.

Nech funkcia f je definovana na okoli bodu a a méa vlastnu derivaciu n- tého radu, teda
existujit f®(a), k = 0,1,...,n. Chceme néjst polyném Tj,, pre ktory To% (a) = f®)(a),
k=0,...,n. Plati veta:
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Veta 4.8.1. Nech funkcia f je definovand na okoli bodu a a existuje f™(a), n € N. Potom
existuje prave jeden polynom stupiia nanajvys n (oznacme ho T,), pre ktory T,gk)(a) =
f®a), k=0,...,n.

Doékaz. Nech T, (z) = > bia', b; € R je polyném nanajvys n-tého stupiia spliiajici pred-
i=0
poklad vety. Ukazeme, Ze sa da zapisat v tvare

T.(z) =ap+ai(zx—a)+...+a,(x —a)". (4.36)

n

To(x) = szx’ = Zbi(a+ (x—a))i =by+bi(a+ (z —a))+

=0 =0

+by(a® + 2a(x — a) + (z —a)®) + ...+

+ by (a”+ (T)a”l(ac—a)—i—...—i—(x—a)”) =

= (bo + ab1 + a2b2 + ...+ Clnbn)+
+ <b1 +2aby + ... + (?)a"lbn> (x—a)+ ...+ by(z —a)",
¢o je tvar (4.36)). Potom pre k, 0 < k < n dostavame

TW(@)=ap- K+ ap(k+Dk...2x —a)+...+n(n—1)...(n =k + Da,(z —a)"*

a T,gk)(a) = ay, - k!. Podla predpokladu f*)(a) = Tn(k)(a), odkial dostéavame ay = %
pre k =0,1,...,n. Kedze koeficienty a;, st uréené jednoznaéne, polyném splitajici pred-

poklady vety existuje prave jeden. O]
Polyném tvaru

f"(a)

n!

f'(a)
1!

T.(z) = f(a) + (x—a)+...+ (x —a)" (4.37)

nazyvame n-tym Taylorovym polynémom E funkcie f v bode a.

Priklad 4.8.2. Najdite n-ty Taylorov polyném funkcii f(z) = e, f(x) = sinz,
f(z) =cosz, f(x) =In(l + x) v bode a = 0.

18Brook Taylor (1685-1731) — anglicky matematik a filozof. Roku 1712 objavil a 1715 publikoval formulu

rozkladu funkcie do mocninového radu.



4 Diferencialny pocet 210

Riesenze.

Funkcia f(z) = € ma v bode a = 0 derivaciu ubovolného radu a f((0) = €® = 1,

n=20,1,2,.... Moézeme zostrojit n-ty Taylorov polyném v bode a pre n lubovolné.
T _ r x? z"
n(:L‘)— +ﬁ+a+...+m.

Funkcia f(r) = sinz ma v bode a = 0 derivaciu Tubovolného radu, a to: f4¥(0) =
sin0 = 0, fU*+D(0) = cos0 = 1, fU+2(0) = —sin0 = 0, f@*+9(0) = —cos0 = —1,
k=0,1,2,... ateda

e 2kl n—1
Thz)==—-S+=+... +(-1)f——r, kde k= :
@ =gttt gy ke [ > }
Citatel Tahko sam ukaze, ze n-ty Taylorov polynom funkcie
. J}Z ;1;4 i I’2k n
f(x) =cosx je Tn(x):1—§+z+...+(—1) 2R kde k =[]

a ze n-ty Taylorov polyném funkcie

2 3

fay=In(1+a) jo Tu(w)=z-7% +%+...+(_1)n1§.

]

Dalej nas bude zaujimat, ¢i Taylorov polynom v okoli bodu a, O(a), dobre aproxi-
muje funkciu f a akej chyby sa dopustime, ak na okoli bodu a nahradime funkciu f jej

Taylorovym polynémom. Oznac¢me
By (r) = f(x) = Tu(z), x € O(a).

Funkciu R, (z) budeme nazyvat zvySkom n-tého Taylorovho polynému funkcie f

v bode a. O jeho zékladnych vlastnostiach hovori nasledujica veta.

Veta 4.8.3. Nech R, je zvysok n-tého Taylorovho polynomu funkcie f v bode a. Potom
plati:

1. Ryla) = R.(a) = ...= R (a) = 0;

2. existuje funkcia w(x) spojitd v bode a takd, Ze

R.(z) =(r —a)"w(z) a limw(z)=w(a)=0.

T—ra
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Doékaz. Vlastnost 1) je zrejma. Vlastnost 2) ukazeme, ak polozime

0 pre x = a,
w(z) = o)
oy brew # a.

Vypoéitame lim w(x) pomocou L’Hospitalovho pravidla

T—a
/ (n—1)
limw(gj):hmR"—(x):hmR”—(x):___:hmRn ():
r—a T—a (;p — CL)” r—a n(x _ a)n —a n'(x _ (l)
LR - B
_ L @) @) _ LRo(a) = 0 = w(a).
’I’L' T—a T — a nl

Nasledujuca veta charakterizuje zvysok n-tého Taylorovho polynému.

Veta 4.8.4. | Taylorova| Nech funkcie f, g st definované na nejakom okoli O(a) bodu
a. Nech f je n-krat diferencovatelna na O(a) a ma v kazdom bode = € O(a), z # a
(n 4 1)-va derivaciu. Nech g je spojitd na O(a) a ma pre x € O*(a) derivaciu ¢'(z) # 0.
Potom existuje ¢islo © € (0, 1) také, ze pre vSetky x € O*(a) plati

(z—a)"(1-0)"  g(z) —g(a)
n! g (a+0O(z —a))

R,(z) = Ff" (@ +O(x — a)). (4.38)

Dékaz. Nech z € O*(a). Vysetrujeme funkciu

r—t r—1t)"

i f(”) (t), tlezi medzia a x.
n!

Plati
F)=Tu(e). Flo) = f), Pt =T ooy, (439)

Funkcie F, g spliaju v intervale o krajnych bodoch a, z (z € O*(a)) predpoklady Cau-

chyho vety a teda existuje bod c leziaci medzi a a x taky, ze

F(l’) - F(a) _ F’(c) B (gj — C)n . f(n—i-l)(C)
g(z) —gla)  glc)  nl g7 (4.40)

Bod ¢ leziaci medzi bodmi a a x mézeme zapisat v tvare ¢ = a+ 0 (x —a), kde © € (0, 1).

Zo vztahu (4.40)) pomocou (4.39) dostaneme pozadované tvrdenie (4.38)). ]
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Ak za funkciu g zoberieme funkciu g(t) = (z — )" je ¢'(t) = —(n + 1)(z — ),
g(a) = (x —a)"™, g(x) = 0 a zo vztahu dostaneme tvar zvysku
L,(z) = (x_—aylﬂf(”“) (a+0O(z—a)) — Lagrangeov tvar zvysku.
(n+1)!

Ak za funkciu g zoberieme funkciu g(t) = ¢t dostaneme tvar zvysku

. n+1 | - n
Cu(z) = (z—a) ‘ (1-6) D (a+©O(x—a)) — Cauchyho tvar zvysku.
n!

Identita f(x) = T,(x) + R,(z) sa nazyva Taylorov vzorec. Ak a = 0 polynom (4.37) sa
nazyva Maclaurinov’| polyném a vzorec f(z) = T,,(z) + R, (z) Maclaurinov vzorec.
Taylorov (Maclaurinov) vzorec sa ¢asto pouziva pri numerickych vypoctoch, pri pribliz-

nom vypocte hodnot.
Priklad 4.8.5. Vypocitajme hodnotu e s presnostou 1073.

Riesenie. Podla prikladu [4.8.2] a Taylorovho vzorca je

n

T T
e$=1+—+...—|—m+Rn(m).

1!
Zoberme Lagrangeov tvar zvysku L, (z) = %, 0<O<l.
Ak chceme tlohu vyriesit musime n volit tak, aby L,(1) = i < ﬁ < 1073, Staci
zvolit n = 6. Tym dostanemee£2+%+...+é. m

Priklad 4.8.6. S akou presnostou vypocitame In 2, ak zoberieme 9-ty Taylorov polynéom.

Riesenie. Podla prikladu [4.8.2] a Taylorovho vzorca je

2

T z"
oo —1 nzn-}—l
pricom Rn(l') = Ln(l’> = (nJr(l)&W
9
Prez =1, n=9je |R,(z)| = |%| < 15- Toznamena In2 =1— 3+ 4+ ...+ 3
s presnostou 107!, O

Ostava nam eSte ukazat, Ze Taylorov polyném najlepsie . lokalne* aproximuje dani
b 9

funkciu.

9Colin Maclaurin (1698-1746), skolsky matematik, Ziak a nastupca Newtona.
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Veta 4.8.7. Nech funkcia f md v bode a konecni derivdciu n-tého ridu a nech Q,(x)
je polynom stupria mensieho alebo rovného n, pricom Q,(z) # Th(x), kde T,(x) je n-ty
Taylorov polynom funkcie f v bode a. Potom existuje okolie O(a) bodu a také, Ze pre vetky

z € O(a), v # a je |f(z) — To(z)| < [f(z) — Qu(z)|.
Doékaz. 7 Taylorovho vzorca a vety je

f(z) = T.(z) = Ry(z) = w(x)(x —a)", pricom limw(xz)=0.

r—a
Polynom @Q,, zapiseme v tvare Q,(x) = by + by (x —a)+ ...+ b,(z —a)™. Pretoze Q,, # T,
existuje aspon jedno i, 0 < i < n také, ze b; # @ Oznacéme najmensi z tychto indexov

J. Mame
f(x) = Qn(z) = fz) = Tn(z) + Tn(x) — Qn(z) = (z — a)"w(z)+
0 (g | ™ (a
+ (fT()—bj) (x—a) +...+ (f (@) —bn) (x —a)".

n!
Pre x # a je
— , (4) (n)
000 (94 (0 1)

odkial ,

lim {8 = Q@) ‘fm.@ bj| >0

za| (x—a)l j!
f)alej vieme, ze

- T, . B
i |G = e ol =0

7 vety vyplyva existencia prstencového okolia bodu a, O*(a) takého, Ze pre vietky
x € O*(a) plati

f(z) = @n(x) | _ | () = To(x)
(x —a) (x—a) |
Po vynasobeni |(z — a)?| dostaneme tvrdenie vety. O

Cvicenie

1. Néajdite n-ty Taylorov polyném funkcie f v bode a:

a) f(z) =HEL a=0,n=4 b) [(2) == a=0
) flz)=e*"* a=0,n=5.

2. Vypocitajte (1,1)1?) a uréte chybu.
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3. Urcte sin 10° s presnostou 1075,
4. Dokazte, ze: a) |sinz — x| < %2 pre kazdé x € R;

b)x—é—?ﬁsinx§x—§+§prex>0.

4.9 Funkcia dani parametricky

V mechanike, pri stidiu pohybu hmotného bodu v nejakom ¢asovom intervale je v danom
¢asovom okamihu ur¢ené poloha bodu [z, y|, v ktorom sa hmotny bod nachédza. Sturadnice
bodu [z, y| st zavislé na ¢ase t. Pohyb daného hmotného bodu je uréeny dvojicou funkeii
[o(t),¥(t)], t € (a,b) (obr.24). Rovnice z = ¢(t), y = (t), t € (a,b) si parametrické

rovnice drahy pohybujtceho sa hmotného bodu.

Yy
X X
z = (1)
EORI0) t
((a), ¥(a)] ' y=f()
y =1t
0 T
Y Y
obr.24 obr.25
Nech je dany systém funkcii
r=0p(t), y=19(t),te M CR. (4.41)

Definicia 4.9.1. Mnozinu bodov [p(t),%(t)], t € M nazyvame krivkou alebo ¢iarou
danou parametricky. Funkcie (4.41]) st parametrickym vyjadrenim tejto krivky.

Napr. x = 2cost, y = 2sint, t € (0,27) je parametrické vyjadrenie kruznice so stredom
v bode [0,0] a polomerom 2 (z?+y? = 4). Tato krivka viak nie je grafom funkcie. Zaujima
nas, za akych podmienok budu funkcie v (4.41)) urcovat funkciu y = f(z).

Veta 4.9.2. Nech x = ¢(t), y = ¥(t), t € («a, 5) je parametricky dand krivka. Nech fun-
kcia ¢ je prostd na {«, B) s oborom hodnét A. Potom existuje funkcia y = f(x) definovand

na mnoZine A takd, Ze mnozina bodov [x,y] = [¢(t),¥(t)], t € («, B) je grafom funkcie f.
Dokaz. Kedze funkcia ¢ je prosta a zobrazuje interval («, 3) na mnozinu A, existuje
k nej inverzna funkcia t = @(z) : A — («, 5). Zlozena funkcia ¢ (@(x)) = f(x) je hladana

funkcia, ktorej definiénym oborom je mnoZina A (obr.25). O
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Dokaz vety zarovenn dava navod ako prejst od parametrického vyjadrenia funkcie

f k jej analytickému vyjadreniu y = f(z). Tento prechod nazyvame vyltcenie parametra.

Priklad 4.9.3. Rovnice
x =2cost, y=2sint, te (0,m) (4.42)
st parametrické rovnice funkcie.

Riesenie. : Funkcia x = 2cost je prosta na intervale (0,7) a zobrazuje ho na interval
(—2,2). M inverznt funkeiu ¢t = p(z) = arccos £, z € (—2,2). Systémom funkeif (4.42) je
dand parametricky funkcia, ktorej analytické vyjadrenie je y = f(x) = 2sin(arccos §) =

2.4/1— % =V4—22 1€ (-2,2). O

Prechod od analytického vyjadrenia funkcie y = f(z) k systému sa nazyva para-
metrizacia danej funkcie. Kazda funkcia moze byt parametrizované viacerymi spdsobmi.
Najjednoduchsi je: x = ¢, y = f(t), t.j. za parameter ¢ sa zoberie priamo x. Napr. funkcia
y=+a?— 2% x € (—a,a), a >0 modze byt parametrizovana:

o=t y=+a> 12t (—a,a);

2. x =acost, y=asint, t € (0, 7).

Poznamka. Existencia inverznej funkcie t = @(z) je postacujicou, nie vsak nutnou pod-
mienkou k tomu, aby systém (4.41)) definoval y ako funkciu z. MéZe sa stat, Ze roznym

hodnotam t;, ta, ktorym je priradené to isté z, je priradené té ista hodnota y (obr.26).

Ak by sme vedeli ku kazdej parametricky danej

x funkcii najst jej analytické vyjadrenie, tak k vyset-

rovaniu vlastnosti takto danych funkcii by sme vy-

t stacili s doterajsimi poznatkami. Avsak najst ana-
lytické vyjadrenie funcie, ako uz vieme, znamena

Y najst inverznu funkciu k funkeii x = ¢(t) zo (4.41))

a tento problém nevieme vzdy vyriesit. Napr. fun-
kcia z = sint+t,t € (0, 7) je prostd a ma inverzna funkciu, avsak jej analytické vyjadrenie
nevieme najst. Kedze viaceré vlastnosti funkcie stvisia s vlastnostami jej derivacii, uka-

zeme ako sa derivuji parametricky dané funkcie.
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Veta 4.9.4. Nech funkcie ¢(t), 1¥(t) su diferencovatelné v bode ty € (o, 8) a ¢'(to) # 0.
Potom funkcia f(x) dand parametricky systémom je diferencovatelnd v bode x¢ =
©(ty) € (a,b) a plati

dr  ¢'(to) Cdi

Dékaz. Funkcia f(x), ktora je dan& parametricky systémom funkcii ¢, 1, mé analytické

df (xo) _ ¢'(to) (/ d)

vyjadrenie y = f(x) = ¢ (p(z)). Kedze ¢'(tg) # 0, ma inverzna funkcia ¢ derivaciu v bode
xo = ¢(to), to € (o, f) a podla vety o derivacii zloZenej funkcie (veta [4.3.6) a inverznej
funkcie (veta {4.3.4]) plati

]

Je potrebné si uvedomit, ze % je vyjadrend pomocou parametra t, to znamena, ze
systém funkcii
df "\ ¢'(t)
x = p(t), =|—=|—=%,telCla,
o, v= (L) 20 (0.
déva parametrické vyjadrenie derivacie, kde I je inverval taky, ze pre kazdé t € [ st
splnené predpoklady vety [4.9.4]
Ukazeme dalej, ako to formélne vyzera s derivaciami vyssich radov.

V ¢lanku 4.4 sme sa dozvedeli, Zze druha derivacia funkcie je vlastne derivacia prvej
derivéacie danej funkcie, a vo vSeobecnosti n-ta derivacia funkcie (n € N) je definovana
ako derivacia (n — 1)-tej derivacie danej funkcie. Uplatnenim tejto definicie na funkciu f
dant parametricky systémom funkcii (4.41)) zistime, Ze

Ef d (df\ _d (YR)\ dt ")) — )" ()
de?  dr \dr) dt \o'(t)) dz (¢'(1))? ’
a teda druha derivacia funkcie f danej parametricky funkciami (4.41) méa parametrické

vyjadrenie

o P e
R 7)) E

tel.

Vo vSeobecnosti, pre nejaké n € N, je n-ta derivicia funkcie f dané parametricky rovni-

d (d"1f\ dt
z = (1), y=£(m>%, tel.

cami
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Tu znakom [; rozumieme taky interval, na ktorom existuju prislusné derivacie funkcif ¢,

1 a naviac ¢ # 0.
Priklad 4.9.5. Nacrtnime krivku dani parametricky rovnicami
r=2t—1*, y=23t—1. (4.43)

Riesenie. : Systém (4.43)) definuje y ako spojitu funkciu = na tych intervaloch, kde x
je rydzomonoténna a spojita funkcia ¢ a tiez y je spojita funkcia t. Uréime intervaly,

na ktorych je z(t) rydzomonoténna
Z(t)=2—-2t; 2'(t)>0pret e (—o0,1); 2'(t) <0prete (1,00).

Zistili sme, ze funkcia x(t) je spojitd a rastica na intervale (—oo,1) a spojita a kle-
sajuca na intervale (1,00). Funkcia y(t) je spojitd v kazdom bode tychto intervalov. To
znamena, ze systém definuje dve funkcie y; (), yo(z), ktoré st parametricky dané
systémom postupne na intervaloch ¢ € (—o0,1), t € (1,00). Pre kazdua z tychto

funkcii na prislusnom intervale mame

dy 3-3t* 3
J(t) =3 — 3t% d—i: T = 5L+ D). (4.44)

Vysetrime vlastnosti funcii y; (), y2(x). Funkcia x(t) = 2t — t? zobrazuje interval (—oo, 1)
na interval (—oo, 1), to znamené, Ze definiénym oborom funkcie y; (x) je interval (—oo, 1).
Kedze j—gyc =0prety=—1¢€ (—00,1) je bod xg =2 (—1) — (—1)* = —3 stacionarny bod
funkcie y; (z). Dalej zo (4.44) méame Ws Oprete(—1,1)a % <0pret € (—oo,—1).
Funkcia xz(t) zobrazuje: (—1,1) — (—3,1) a (—o0, —1) = (—00, —3), preto funkcia y; (x)
je rastica na intervale (—3,1) a klesajuca na intervale (—oo, —3). Podla vety mé
funkcia y;(x) v bode 2y = —3 lokdlne minimum, a to yo = 3 - (—1) — (=1)3 = —2.
Pre funkciu ys(x) dostaneme:
a) je definovana na intervale (—oo, 1),

b) je rastica na intervale (—oo, 1).

Pre druhu derivaciu plati

?y _ (3/2(1+1)) 3 2
oy _ — = ot — 4.4
dx? 2 -2t 4(1—t)’x bt (4.45)

pri¢om pre funkciu y; (z) je t € (—o0, 1) a pre funkciu yo(z) je t € (1,00). Zo vztahu (4.45))

mame, ze %‘2’ >0pret e (—o0,1)a 3272 < 0 pret € (1,00). To znamena, ze funkcia y; ()
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y1(x)

obr.27

y2(z)

je konvexna na intervale (—oo, 1) a funkcia yo(x) je konkdvna na svojom defini¢nom obore,
t.j. na intervale (—oo, 1).
Vysetrime este nulové body funkcii y; (), y2(x) a ich asymptotické vlastnosti. Zo sys-

tému (4.43]) dostaneme
y(t) =0pret =0,v3,vV=3a z(0) = 0,2(v3) = 2v3 — 3, 2(—V3) = —2v/3 - 3.

To znamena, funkcia y; () ma nulové body (—2v/3—3,0), (0,0) a funkcia y,(2) ma nulovy
bod (2v/3 — 3,0).

Dalej 7 rovnic mame, 7ze £ — —00, Yy — 00 pret —- —o0 a T — —00, Y — —O0
pret >occatakx — 1,y - 2pret — 1. O

Ukoné¢ime tento ¢lanok splnenim prislubu z poznamky v nasledujicom priklade.

Priklad 4.9.6. Ukazme, ze Cauchyho vetu (veta4.5.12)) mozno geometricky interpretovat

rovnako ako sme interpretovali Lagrangeovu vetu.

Riesenie. : Nech funkcia f je dana parametricky rovnicami

Nech funkcie p(t) a () st spojité (o, ) a maja derivacie ¢'(t) a ¥'(t) na («, ).
Nech (pre lepsiu nazornost) ¢'(t) > 0 pre kazdé t € («, 3). Potom funkcie o(t), ¥(t)
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splhaju predpoklady Cauchyho vety a funkcia f spliia predpoklady Lagrangeovej vety
na intervale («, 5). To znamené (v zmysle geometrickej interpretéacie Lagrangeovej vety),
Ze existuje v € («, [3) také, Ze smernica doty¢nice ku grafu funkcie f v bode [p(7), ¥ ()] je
rovna smernici priamky p prechadzajicej bodmi [p(«), ()], [¢(B8), ¥ (5)]. KedZe smer-

nica priamky p je % a smernica spominanej dotyc¢nice je rovna hodnote derivacie
funkcie f v bode v, ¢o je %, tak mame

Y(B) — (@) _ ¢¥'(v)
o(B) —ela)  ¢'(7)

Teraz je zrejmé, ze Cauchyho veta ma ten isty geometricky vyznam pre funkcie dané

;Y € (o, B).

parametricky ako Lagrangeova veta pre funkcie dané analyticky. O]

CvicCenie
1. Najdite funkciu, ktora je parametricky uréend rovnicami xz = 8t* — 7, y = 16t — 1.
2. Néjdite prva az tretiu derivaciu funkcie danej parametricky systémom rovnic z =
etcost, y = e tsint.
3. Najdite doty¢nicu ku grafu funkcie danej parametricky:
a)  =a(t —sint), y = a(l — cost) v bode t, = 2F;
b) x=1>—4t+4, y=1>—3t+2 v bode A =[1,0].
4. Vysetrite priebeh funkcie danej parametricky:
a) r=te, y=te ™
b) z =2t —t* y =3t — 3.
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