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Predslov

Tato monografia je venovana diskusii tedrie efektivneho pola zaloZenej na
metode diferencialneho operatora., ktora bola povodne zavedend Honmurom
a Kaneyoshim v r. 1979 a dodnes sa aktivne vyuziva na teoretické stadium
lokalizovanych spinovych modelov magnetizmu, predovsetkym roéznych va-
riant Isingovho modelu. Doteraz bola tato metodika aplikovand mnohymi
autormi na Studium velkého poc¢tu réznorodych systémov, ako st napr. krys-
talické systémy, zriedené magnetické systémy, systémy s ndhodnymi vymen-
nymi interakciami, amorfné magnetické latky, systémy v ndhodnom magne-
tickom a krystalovom poli, tenké magnetické vrstvy, magnetické systémy s
voIlnym povrchom, binarne a ternarne magnetické zliatiny, atp.

Pocas svojej doterajsej vedeckej kariéry som mal moznost spolupraco-
vat na rozvoji samotnej metody diferenciadlneho operatora (a teda aj tedrie
efektivneho pola) s niekolkymi vyznamnymi odbornikmi v tejto oblasti,
vratane prof. Kaneyoshiho, u ktorého som absolvoval dva dlhodobé pra-
covné pobyty. V danej problematike sa mi doteraz podarilo publikovat viac
ako 40 vedeckych prac v poprednych zahrani¢nych fyzikalnych ¢asopisoch.
Tieto prace sa tykaju jednak rozvoja samotnej metodiky ale st medzi nimi
aj vyznamné aplikacie, v ktorych st predpovedané zaujimavé fyzikilne javy,
napr. multikompenzacné javy vo ferimagnetoch.

V monografii sa prioritne venujem systematickému a dostatocne elemen-
tarnemu vykladu teorie efektivneho pola a metody diferencialneho operé-
tora. Je potrebné zdoraznit, Ze v préaci nejde o rutinné prevzatie vysledkov z
publikovanych prac, a to ani metodicky, ani fyzikalne. Praca je venovana ex-
kluzivne aplikdciam na rozne krystalické struktiry, pricom samotny vyklad
metodiky je v mnohych ohladoch unikatny, s dérazom na jednotny zapis re-
levantnych vztahov pre vsetky krystalické mriezky. MoZno tieZ poznamenat,
ze monografia predstavuje uzavrety celok, takze na pochopenie jednotlivych
tém citatel nie je nuteny Studovat Ziadne dalsie prace. Praca je koncipo-
vana tak, aby zostali otvorené moznosti pre jej rozsirenie na zlozitejsie napr.



strukturalne neusporiadané magnetika.

V ostatnych rokoch som sa paralelne s pracou na exaktne riesitelnych
modeloch snazil vyriesit aj najzévaznejsi nedostatok spominanej metodiky,
ktorym je nemoznost vypoc¢tu volnej energie Studovanych systémov. Prave
v tejto monografii je po prvykrat navrhnuté a otestovana uc¢inna metoda,
ktord sice neumoziuje priamy vypocet volnej energie ale definitivne riesi
problém s urcéovanim stability jednotlivych faz. Velkou vyhodou tejto pro-
cedury je skuto¢nost, nie je nijako priamo podmienena samotnou teoériou
efektivneho pola, a teda je lahko aplikovatelna aj pri inych teoretickych
pristupoch. Pre samotnu teoriu efektivneho pola to moéze byt vyznamnym
impulzom pre jej dali rozvoj a aplikacie.

Na zaver chcem podakovat Ing. Mgr. Viliamovi Stubiiovi za technicka
podporu pri spracovani obrazkov a cenné pripomienky, ktoré pomohli od-
stranit z rukopisu mnoho nepresnosti. Moje podakovanie patri tiez Janke
Jascurovej za precitanie celého rukopisu a jazykové korektury.

Kosice, september 2013, Michal Jasc¢ur.



1. Callenova identita pre lokalizované spinové modely

1 Callenova identita pre lokalizované spinové
modely

Jednotnym a univerzalnym vychodiskovym vztahom pre vybudovanie roz-
nych variant teérie efektivneho pola pre nas bude vzdy jednoduché rovnica,
ktori budeme nazyvat Callenova identita. Ako je zrejmé uz z pomenovania,
tuto identitu prvykrat odvodil Callen uz v r. 1963 pomocou techniky Gree-
novych funkcii pre Isingov model so spinom 1,2 [1]. Neskor bola tato exaktna
identita zovSeobecnena inymi matematickymi metédami na isingovské sys-
témy s vySSimi spinmi, na rézne neusporiadané systémy (napr. uzlovo a
vazbovo zriedené modely, amorfné systémy, systémy v ndhodnom poli, sys-
témy s nahodnou vymennou interakciou, atp.) ! . Nakoniec, pre kvantové
systémy bola v r. 1981 odvodena aproximativna podoba tejto identity Sa-
Barretom, Fittipaldim a Zeksom [2].

Nasim prvym délezitym cielom v tejto praci je odvodit Callenovu iden-
titu jednoduchym vypocétom len pouzitim elementarnych rovnic étatistickej
fyziky. Uvazujme kvantovomechanicky systém N spinov, ktoré si lokali-
zované na idealnej krystalickej mriezke s koordina¢nym ¢islom z. Systém
budeme opisovat hamiltonianon H, ktory vo v8eobecnosti obsahuje spinové
operatory vSetkych uzlov mriezky, pripadne ich vyssie mocniny. Jednotlivé
vymenné interakcie, vonkajsie polia, ale aj rozne parametre anizotropie,
ktoré tiez vstupuju do hamiltonidnu, zohravaju tlohu bud fixnych alebo
voliteInych parametrov.

Bez toho, aby sme akokol'vek $pecifikovali dalsie podrobnosti o systéme,
rozdelime hamiltonian nasledovnym sposobom

H=H,+H, (1.1)

kde H; popisuje vSetky interakéné cleny z celkového hamiltonianu, ktoré

1V tejto praci budeme interakciu medzi spinmi na mriezke prileZitostne terminolo-
gicky zamienat pojmami interakcia medzi atomami, alebo interakcia medzi uzlami. Této
terminologickd volnost, v8ak bude vzdy fyzikidlne znamenat to isté tvrdenie.



1. Callenova identita pre lokalizované spinové modely

v akejkolvek podobe obsahuju zlozky operatora spinu vybraného i—tého
spinu (uzla) mriezky. Vietky ostatné ¢leny st zahrnuté v H', pricom vo
vSeobecnosti H; a H nekomutuj, t.j.,

(M, H] #0. (1.2)

Strednt hodnotu fyzikalnej veli¢iny na ¢—tom uzle mriezky reprezento-
vanej operdatorom O; vypocitame na zaklade vSeobecne znameho vztahu

(0 = TOOBIH) 1s)

kde Z je kanonicka particna funkcia

Z = Trexp(—fH) (1.4)

a 8 = 1/(kgT), pricom T je absolutna teplota a kp Boltzmannova kon-
stanta. Celkova stopa (Tr) v rovniciach (1.3) a (1.4) je sa¢inom parcialnych
stop spinovych operatorov na jednotlivych uzloch mriezky, takze rovnicu
(1.3) modzeme prepisat v tvare

<(92-> = %Tr,Tri Oiexp[—B(Hi+Hl)},

= %Tr,Tri O; [exp(—ﬁ?—[l-) exp(—ﬁH/) + A}, (1.5)

kde Tr; oznacuje stopu cez vSetky spinové operatory n—tého spinu, v je
stopa cez vSetky ostatné operatory a veli¢ina A je definovana vztahom

A = exp[—B(Hi +H)] — exp(—BH,;) exp(—BH). (1.6)

Vztah (1.5) teda mozeme prepisat nasledovne

(0)) = 17 [T, Orexp(— ) | exp(~H) + Tx (04). (17)
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1. Callenova identita pre lokalizované spinové modely

Aby sme pokrocili dalej, vynasobime a vydelime prvy ¢len na pravej strane
predchédzajicej rovnice vyrazom Tr; exp(— BHZ) # (0 a potom ju upravime
do tvaru

1 ’ T i (92 X _/BHZ ’
0 = St ™ ool
1

Ak si uvedomime, Ze zlomok v predchadzajicom vyraze uz nezavisi od 7 a
.o ~ / v
vyuzijeme fakt, ze Tr Tr; = Tr, potom vztah (1.7) prepiSseme nasledovne

Tr; O, exp(—0H; /
<Oi> B % r{ Tr; explzfﬁf'li)) }exp(—ﬁ%i) exp(—ﬁ?—[)
+ %Tr (OiA). (1.9)

Vyuzitim defini¢ného vztahu (1.6) a preusporiadanim jednotlivych ¢lenov
dostaneme rovnicu

1 Tr; O; —BH,;
(0:) = ETY{ ;ri eiﬁ?gﬁﬂi))}exp(_ﬁﬂ)

1 {Tri O; exp(—BHi)
—Tr
Z Tr; exp(—ﬁHi)

- OZ}A, (1.10)

ktort je vyhodné definitivne zapisat v tvare

@ - (i)

- <(Tri Osexp(=FH:) —Oi)A>, (1.11)

Tr; exp(—ﬁHi)

11



1. Callenova identita pre lokalizované spinové modely

kde sme zaviedli operator

A = Aexp(—BH)
= 1—exp(—BH,) exp(—ﬁ?—[/) exp(—B(H). (1.12)

Ak teraz v druhom vyraze rovnice (1.11) urobime nasledovné rozstiepenie

("decoupling")
<(Tri O; exp(—ﬁ%i) B O>A>
Tr; exp(—BHi) ’

N <(Tri O; exp(—SH,i) —oi>><A>, (1.13)

Tr; exp(—ﬁ’Hi)

potom po jednoduchej uprave obdrzime vztah

(<Oi> - <T;roe§§$§f)) >> (1-(4)) =o. (1.14)

Kedze v dosledku predpokladu (1.2) je <A> # 1, dostaneme nakoniec z
(1.14) vztah, ktory sme chceli ziskat:

ALY Oiexp(—ﬁﬂi)
<Oi> B < Tr; exp(—B’Hi) > (1.15)

Tato rovnica sa v literatire nazyva Callenova identita ? a sluzi ako Star-
tovny bod na vybudovanie roznych variant teérie efektivneho pola. Aj ked
plati pre vSetky spinové modely s lokalizovanymi spinmi, je potrebné jasne
zdoraznit, ze v dosledku priblizenia (1.13) je tato rovnica v pripade kvan-
tovych modelov len priblizna. Naproti tomu, pre vietky modely spliiajtce

2Niektori autori tito identitu nazyvaju aj Callenova-Suzukiho alebo SaBarettova iden-
tita.

12



1. Callenova identita pre lokalizované spinové modely

podmienku [Hi,?’{l] = 0 (napr. Isingov, alebo Pottsov model) je A = 0,
takze Callenova identita sa pre takéto modely stava exaktnou relaciou, ako
to priamo vyplyva z rovnice (1.10).

Kvoli uplnosti este dodajme, ze pri vypocte konkrétnych fyzikalnych veli-
¢in (napr. multispinovych korela¢nych funkcii, ¢i vntitornej energie systému)
sa okrem identity (1.15) Casto vyuZiva aj jej v8eobecnejsia verzia

Tr; O; exp(—ﬂ?-[i) >

(OA{f:}) = <{f1} Tr; exp(—SAH,;)

kde za {f;} je mozné dosadit prakticky Iubovolnt (dobre definovant) fun-
kciu spinovych operatorov, ktora vsak nesmie obsahovat operatory centrél-
neho i—tého uzla.

Na zaver eSte uvedme, Ze pri naSom odvodeni Callenovej identity sme
operatory O; a H; obmedzili na jeden uzol mriezky (resp. jeden spin). Ako
je v8ak zrejmé, vSetky vypocty je mozné urobit rovnakym sposobom aj pre
pripad dvoch uzlov, alebo aj va¢sieho klastra atomov. To nam umoznuje od-
vodit dalsie zovseobecnené formy Callenovej identity, na zaklade ktorych je
potom mozné vybudovat presnejsie teorie efektivneho pola, ale tiez rozvinut
napr. fenomenologicki verziu tedrie renormalizacnej grupy.

KedZe odvodenie takychto zovSeobecnenych vztahov je identické s po-
stupom, ktory sme aplikovali pre pripad jednouzlového klastra, nebudeme
tieto vypocty opakovat, ale uvedieme len konecénu podobu Callenovej iden-
tity pre v8eobecny klaster pozostéavajuci z n uzlov (atémov):

Trij. m Oij.nexp(—BHij..n

V tomto vztahu operator O;; , obsahuje spinové operatory zvolené¢ho mul-
tiuzlového klastra (bud vsetky, alebo len niektoré z nich) a Veliéina{ fij...n}
reprezentuje Tubovolnu, fyzikidlne vSak dostato¢ne rozumni funkciu Tubo-
volnych spinovych operatorov, s vynimkou spinovych operatorov vetkych

(1.16)

(1.17)

13



2. Isingov model

uzlov z centrilneho klastra. éiastkovy hamiltonian #,;;_, predstavuje ta
¢ast celkového hamiltonianu, ktoré exaktne zapocitava interakcie vsetkych
atomov centralneho klastra s ich najblizsimi susednymi atémami na mriezke.

2  Isingov model

Isingov model reprezentuje jeden z najjednoduchsich, ale stcasne aj jeden
z najviac studovanych modelov kooperativnych javov v Statistickej fyzike.
Po prvykrat sa v odbornej literatire tento model objavuje vo svojej naj-
jednoduchs$ej podobe v dvadsiatych rokoch minulého storocia, ako model
pre teoreticky popis magnetickych fazovych prechodov linearnej mriezky
pozostavajicej z atomov so spinom 1/2. Takto formulovany problém bol
v 1. 1925 exaktne vyrieSeny E. Isingom, ktory ukéazal, Ze bez vonkajsieho
magnetického pola jednorozmerny Isingov model nevykazuje pri nenulovych
teplotéach ziaden fazovy prechod [3]. V modeli teda nevznika d alekodosahové
usporiadanie, takze spontanna magnetizacia je pri vSetkych konec¢nych tep-
lotach rovna nule. Takmer o 20 rokov neskor vSak L. Onsager [4] dokazal
exaktne najst particnu funkciu a dalsie termodynamické funkcie Isingovho
modelu so spinom 1/2 na Stvorcovej mriezke s anizotropnou vymennou in-
terakciou. Neskor, v r. 1949 Onsager zverejnil bez podrobného odvodenia
aj exaktny vzorec pre spontannu magnetizaciu a ukazal, Ze kriticky index
f = 1/8 a nie 1/2, ako to predpoveda Landauova teoria. Onsagerom zve-
rejneny vztah pre magnetizaciu bol exaktne odvodeny az v r. 1952 Yangom
[5].

Vyznam Onsagerovho rieSenia bol obrovsky hlavne pre rozvoj teodrie fa-
zovych prechodov, ale aj pre Statisticku fyziku exaktne riesitelnych mode-
lov. Je v8ak potrebné zdéraznit, Ze aj napriek dosiahnutému pokroku Isingov
model bol dlho traktovany len ako teoreticky model, bez referencie na aké-
kol'vek redlne materialy. Az zaciatkom pétdesiatych rokov minulého storocia
bolo zistené, Ze niektoré zluc¢eniny vzacnych kovov moézu byt velmi dobre

14



2. Isingov model

popisané Isingovym modelom. Kvoli ilustracii uvadzame v Tabulke 1 nie-
kolko typickych zastupcov z triedy isingovskych systémov aj s niektorymi
fyzikalnymi charakteristikami [6], [7]. Vo v8eobecnosti mozno konstatovat,

Tabul'ka 1: Priklady experimentdlnych isingovskijch systémov .

Chemické zlozenie Priestorova grupa Typ usporiadania T.(K)

Dy(CoH5504)3.9H50 P6/m Dipolarny feromagnet 10

LiTbF,, LiHoF, I4;a Dipolarny feromagnet 29

Dy, TisOr FD3m Spinovy Tad <0.05

DyC3Al55045 Ta3d 6-podmriezkovy 25
antiferomagnet

DyPOy4 [4;amd 2-podmriezkovy 34
antiferomagnet

RbyCoF,, KyCoFy I4;mmm 2d antiferomagnet 101

7e materialy isingovského typu musia splitat dve fyzikalne podmienky:

1. Zakladny stav magnetického i6nu musi byt dublet, ktory je vyrazne
separovany od excitovanych stavov AE > kgT, (ideidlne by mal mat
prislusny dublet Kramersovu degeneraciu zodpovedajicu neparnemu
poctu elektronov v ione).

2. Druha podmienka zahina kvantovo-mechanicky opis dvojice ibnovych
stavov. V tomto pripade je dolezitym kritériom poziadavka, aby vSetky
maticové elementy viazuce dva stavy kazdého z interagujtcich atémov
boli nulové pre vSetky operatory zahrnuté v spin-spinovej interakcii.

Okrem splnenia vyssie uvedenych podmienok sa hamiltonidn pri konkrét-
nych aplikdciach na rézne isingovské systémy eSte spresiuje na zaklade dal-
Sich experimentalnych udajov. Z teoretického hladiska je pri vypocte kon-
krétnych termodynamickych veli¢in takychto systémov mozné vyuzit bud

15



2. Isingov model

exaktné vysledky Isinga a Onsagera, alebo aplikovat vhodné aproximativne
metody [7], [8], [9].

V skuto¢nosti sme na aproximativne vypocty odkazani velmi casto, lebo
zovSeobecnenie Onsagerovho rieSenia na trojrozmerné Struktury sa ukazalo
ako neriesitelny problém a dokonca sa nedé exaktne vyriesit ani Stvorcova
mriezka v nenulovom vonkajSom magnetickom poli. Taktiez je nemozné
najst exaktné vysledky pre rozne strukturdlne zlozitejsie jedno a dvojroz-
merné systémy (napr. amorfné latky, magneticky zriedené systémy, systémy
s ndhodnou anizotropiou, atp. ).

Skor ako pokroc¢ime dalej, je v8ak potrebné zdoraznit, Ze okrem najbez-
nejsich aplikacii v tedrii magnetizmu sa rézne varianty Isingovho modelu
vyuzivaju na stidium binarnych zliatin, mriezkovych kvapalin, tuhého Hes,
lipidovych dvojvrstiev, struktary DNA, atp..

V tejto praci sa sustredime vylu¢ne na aplikicie Isingovho modelu v
magnetizme, kde sa velmi ¢asto vyuZivaju rézne priblizné metody, ako je
teoria stredného pola, Oguchiho aproximaécia, Betheho-Peierlsova-Weisova
metoda a rozne teorie efektivneho pola [8].

Velmi zaujimavi skupinu aproximativnych metoéd nepochybne reprezen-
tuja tiez rozne varianty tedrie efektivneho pola zaloZzené na metdde diferen-
cidlneho operatora, ktort povodne v r. 1979 zaviedli Honmura a Kaneyoshi
[10]. Nasim primarnym cielom v tejto praci je podrobne vysvetlit metodu
diferencialneho operatora, pricom zvolime originalny postup, ktory umoz-
nuje najst mnohé vztahy v jednotnej forme platnej pre vsetky krystalické
mriezky. Okrem toho je v préci navrhnuty a overeny spodsob vySetrovania
stability roznych magnetickych faz na zéaklade rozdielu ich voInych energii.
Tento povodny vysledok nie je viazany na konkrétnu aproximativnu schému
a mozno ho povazovat za najvyznamnejsi prispevok tejto monografie k dal-
Siemu rozvoju tedrie efektivneho pola v najsirSom moZnom ponimani.
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3. Jednouzlova aproximécia efektivneho pola

3 Jednouzlova aproximaécia efektivneho pola a
metodda diferencidlneho operatora pre Isin-
gov model so spinom 1/2

Budeme studovat Isingov model na ideédlnej krystalickej mriezke definovany
hamiltonidnom

H==) Jyjoio;— hz o?, (3.1)

2

kde o7 = £1 st normované spinové premenné reprezentujice mozné prie-
mety spinu do osi z, h zna¢i hodnotu homogénneho vonkajsieho magnetic-
kého pola a J;; je vymenna interakcia, ktora je nenulova len pre dvojice
najblizsich susednych spinov na mriezke. Aj ked samotna teoria nekladie
ziadne obmedzenie na znamienko vymennej interakcie, budeme kvoli jed-
noznac¢nosti predpokladat, Ze je kladna, takze preferované dalekodosahové
usporiadanie bude feromagnetické. Sumaciu v prvom ¢lene predchadzajicej
rovnice je potrebné vykonat tak, aby sme interakciu medzi kazdou dvojicou
najblizsich susedov zapocitali len raz, avsak v druhom ¢lene sc¢itavame cez
v8etky uzly mriezky. Aby sme mohli vyuzit rovnicu (1.15), polozime O; = o7
a hamiltonian (3.1) rozdelime na dve Casti

H="H;+H, (3.2)
kde ¢len

M, = —o? (; Jijo% + h) (3.3)

obsahuje vSetky interakcie vybratého centralneho spinu (atomu) s najbliz-
Simi susedmi a vonkajsim magnetickym polom. Pocet najblizsich susedov
Specifikujeme koordina¢nym ¢islom z. VSetky ostatné interakéné ¢leny sme
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3. Jednouzlova aproximécia efektivneho pola

zahrnuli do #H'. Teoria, ktord budeme rozvijat v tejto Gasti sa v odbornej
literatire nazyva ako jednouzlova klastrova teoria efektivneho pola, kedze
za centralny objekt (klaster) sme zvolili prave jeden uzol (spin) mriezky.
Nagou hlavnou snahou bude odvodit v rdamci tejto tedrie analytické vztahy
pre vypocet dolezitych fyzikalnych veli¢in, ako je magnetizacia, Curieho
teplota, pociato¢na susceptibilita, vnatorné energia atp. Ako vidime pri
konkrétnych vypoctoch je mozné v ramci jednouzlovej aproximaécie ziskat
pre spominané veli¢iny pomerne jednoduché rovnice, v ktorych je struktira
mriezky zohladnena jedinym fyzikdlnym parametrom, a to koordina¢nym
¢islom z. Tento fakt je univerzalnou vlastnostou teodrie a je velmi uzitocény
pri hladani jednotnej a univerzalnej podoby relevantnych rovnic. Z fyzi-
kalneho hladiska vSak ide o vaZnejsi nedostatok, kedZe teoria efektivneho
pola v jednouzlovej aproximécii nedokaze vobec rozlisit rozne topologické
struktury s rovnakym koordinaénym ¢islom (napr. rovinna trojuholnikovi
a priestorovi jednoduchu kubicka mriezku).

Kedze vypocet stopy v Callenovej identite (1.15) sa v naSom pripade
redukuje na suméciu cez mozné hodnoty spinovej premennej o7, mozeme
tato identitu vyjadrit v tvare

Z afexp(—ﬁ%i)
<Uf>=< Z o (] > (3.4)

or=+1

odkial po vykonani naznacenej sumacie obdrzime nasledovni rovnicu pre
normovani spontannu magnetizaciu m

m=(o7) = <tanh [5 (i Jijoi + h)} > (3.5)

Tato rovnica je eSte stale exaktna, lebo sme doteraz neurobili ziadnu apro-
ximaciu a Callenova identita je pre nas model tiez exaktna. Aby sme vSak
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3. Jednouzlova aproximécia efektivneho pola

mohli vypocitat teplotné a polné zavislosti spontdnnej magnetizacie, mu-
sime vypocitat Statisticku stredni hodnotu na pravej strane (3.5). Kedze
neexistuje ziaden matematicky postup, ako toto stredovanie urobit presne,
musime v tomto Stadiu vypoctu pristipit k aproximéaciam.

Najjednoduchsie mozné, ale siicasne aj najmenej presné priblizenie obdr-
zime jednoduchym nahradenim argumentu funkcie jeho strednou hodnotou.
Ak si uvedomime, ze vdaka translacnej symetrii plati .J;; = J;; = J, potom
dostaneme velmi jdenoduchy vtah

m = tanh[3(zJm + h)], (3.6)
kde sme naviac vyuzili skuto¢nost, ze vdaka translacnej symetrii je tiez
<aj> = <af = m, V7j. Rovnica je totozné s rovnicou pre spontannu mag-

netizaciu, ktori dostaneme pre tento model z tzv. teoérie stredného pola.
Podobne to plati aj pre vSetky ostatné lokalizované spinové modely, takze
mozeme povedat, Ze z Callenovej identity vieme priamo a velmi ahko zis-
kat niektoré vysledky teorie stredného pola, ktora sa rigorézne formuluje
uplne odlisnym spésobom na zaklade Bogolubovovej nerovnosti pre Gibb-
sovu volni energiu. Prediktivna schopnost novej teorie len na drovni tedrie
stredného pola prirodzene nepostacuje, preto teraz ukazeme, ako je mozné
aplikaciou translacného operatora vybudovat lepSiu aproximativnu schému
pre nas model.

Ako sme uz spomenuli, tato metdda bola zavedend Honmurom a Kane-
yoshim v préacach [10] a je principidlne zalozena na dobre znamom vztahu

exp(aV,) f(z) = f(z + ), (3.7)
kde a je Tubovolny parameter a V, = 0/0x je diferencialny operator 3.
Po aplikacii (3.7) prepiSseme rovnicu (3.5) v tvare

m= <af> = <exp[(Jéoj) VI} > tanh [ﬁ(x + h)}

3Je zrejmé, Ze prave kvoli vyuzitiu vzfahu (3.7) sa tento pristup nazyva metddou
diferencialneho operatora.

: (3-8)

=0
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3. Jednouzlova aproximécia efektivneho pola

resp.

: (3.9)

z=0

m = <ﬁ exp(Janj)> tanh [ﬂ(a: + h)}

=1

kde sme pri poslednej uprave vyuzili komutativnost vSetkych ¢lenov v ar-
gumente exponencialnej funkcie. Dalsi progres pri tiprave predchédzajiceho
vztahu dosiahneme vyuzitim van der Waerdenovej identity

exp (70;’) = cosh(y) + o7 sinh (), (3.10)
ktord je evidentne platna pre [ubovolny parameter v a 07 = 41. Pomocou

(3.10) upravime rovnicu (3.9) nasledovne

z

m = <H [cosh(JVI) + UJZ- sinh(JVm)} > tanh [B(x + h)}

Jj=1

(3.11)

=0

Na tomto mieste je potrebné zdoraznit, Ze tato rovnica je este stale exaktna
a je zrejmé, Ze akdkolvek aproximécia pri vypocte strednej hodnoty na jej
pravej strane musi dat pre spontannu magnetizaciu kvantitativne lepsie vy-
sledky ako teoria stredného pola (vid rovnicu (3.6)). Toto vylepSenie sa
prirodzene tyka priebehov vSetkych fyzikalnych veli¢in a vyplyva zo sku-
toc¢nosti, ze aplikidcia van der Waerdenovej identity automaticky rigorézne
zapocCitava vSetky relacie typu

(07)" = o0j pren neparne (3.12)

(07)" =1  pren parne, (3.13)

ktoré s v teorii stredného pola ignorované. Kedze dalsie exaktné upravy
rovnice (3.11) uz nie stt mozné, musime pristiupit k pribliznému vypoétu
strednej hodnoty na pravej strane. NajjednoduchsSia aproximacia spociva
v nahradeni vsetkych spinovych premennych o7 ich strednymi hodnotami.
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3. Jednouzlova aproximaécia efektivneho pola

Ak teda polozime 0% = <af> = m, obdrzime pre spontannu magnetizaciu

krystalickej mriezky s koordina¢nym ¢islom z vztah

m = [cosh(JVx) + msinh(JVx)} “tanh [B(z + h)] _ (3.14)
ktory I'ahko prepiSeme do kompaktnejsej podoby
"= Z( ) cosh(/7,)]*“sinh (/9] “tanb 5 + )] | _(3.15)

Pre dalsie vypocty je uzitoéné predchadzajicu rovnicu prepisat v tvare

m = Z( ) m* AP (8., 1), (3.16)

kde koeficienty Aéz) (6J, h) sme definovali predpisom

AP (87, h) = [cosh(JV,)]* " [sinh(JV,)]" tanh[8(z + A)] (3.17)

=0

Akékol'vek numerické vypocty samozrejme vyzaduju explicitnt znalost vSet-
kych relevantnych koeficientov, preto si teraz vysvetlime ako tieto koefi-
cienty pre jednotlivé mriezky vypocitame. Vztah (3.17) najprv prepiSeme
vyuzitim definicii hyperbolickych funkcii v tvare

—zJV

L (ewvz " 1>Z_k (e2JVz _ 1>k tanh[3(z + h)]

AP, h) =

=0

(3.18)

odkial priamou aplikiciou (3.7) priamociaro obdrzime koneény vysledok

z—k k

2(BJ,h) = %ZZ ( )(’;) tanh[8.J (z — 2i — 2j + h)],

=0 j=

(3.19)
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3.1 Spontanna magnetizacia a Curieho teplota

kde sme definovali i = h/J. Na zaver tejto Casti eSte zdoraznime, Ze na
zéklade rovnice (3.16) a (3.19) mozeme numericky Studovat magnetizacné
krivky pri lubovolnych pevne zvolenych teplotach, alebo teplotné priebehy
magnetizacie pri fixovanom vonkajsom poli.

3.1 Spontanna magnetizicia a Curieho teplota

Spontanna magnetizacia je magnetizacia, ktora magneticky systém vyka-
zuje v nepritomnosti vonkajsieho magnetického pola. V ramci jednouzlovej
aproximacie efektivneho pola uréime tato veli¢inu z rovnice (3.16), v ktorej
polozime h = (. Takto dostaneme

m = Z( ) mF AP (8.), (3.20)

kde teplotne zavislé koeficienty A,(:) (BJ) = A,(:) (8J,0) st definované vztahmi

z—k k

A9 (8.)) —%ZZ ( )(’;) tanh [8.J (z — 2i — 24)], (3.21)

=0 j=
pricom pre Tubovolné z a parne k plati
AP By = 0. (3.22)

Vztah (3.20) je polynomické rovnica stupiia z, ktord mé vzdy trividlne rie-
Senie m = 0 zodpovedajuce neusporiadanej paramagnetickej faze stabilnej
nad kritickou (Curicho) teplotou T.. Okrem nulového rieSenia existuju tiez
netrivialne rieSenia reprezentujice usporiadanu feromagneticka fazu, ktora
je stabilna pre T < T,.. Ked sa z nizkych teplot postupne blizime k tep-
lote fazového prechodu, spontdnna magnetizacia kontinualne klesa, az na-
koniec v samotnej Curieho teplote nadobudne nulovi hodnotu. V ramci
teorie fazovych prechodov takyto prechod klasifikujeme ako fazovy prechod
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3.1 Spontanna magnetizacia a Curieho teplota

Tabul'ka 2: Porovnanie kritickych teplot Isingovho modelu so spinom 1/2.
JAEP - jednouzlovd aproximdcia efektivneho pola, TMP - teéria molekuldrneho
pola, Betheho-Peierlsova metoda, Exakt/VTR - exaktné vysledky/vysoteplotny roz-
V0].

JAEP  TMP Bethe-Peierls Exakt/VTR

z ]{ZBTC/J ]iIBTC/J /{ZBTC/J kBTC/J
2 0.0 2.0 0.0 0.0
3 2.104 3.0 1.821 1.519
4 3.090 4.0 2.885 2.269
6 5.073 6.0 4.933 4.511
8 7.061 8.0 6.952 6.353
12 11.045 12.0 10.970 9.795

druhého druhu a charakterizujeme ho tzv. kritickym indexom . Na tomto
mieste je potrené zdoraznit, ze vSetky varianty tedrie efektivneho pola da-
vaju pre vSetky mozné Studované systémy (mriezky) hodnotu g = 1/2,
ktora je zhodna s hodnotou vyplyvajicou z tedrie stredného pola, resp.
z Landauovej fenomenologickej tedrie fazovych prechodov. Samozrejme, aj
pre kritické indexy ostatnych relevantnych veli¢in obdrzime v ramci tejto
tedrie vzdy koeficienty zhodné s teoriou stredného pola. Jednouzlova teoria
efektivneho pola teda v prezentovanej podobe neposkytuje kvantitativne
spravny fyzikalny obraz kritického spravania sa magnetickych systémov.

Ako sme uz konstatovali, pre T" — T, spontdnna magnetizacia prudko
klesa (t.j., m < 1), preto ak v rovnici (3.21) ponechéame len ¢leny linearne
vzhladom na m a zohladnime, Ze Aéz) (BJ) = 0, potom pre kriticku teplotu
dostaneme rovnicu

1=249(8.0), B.=1/(ksT). (3.23)

Numerické vysledky pre kritické teploty roznych krystalickych struktir zis-
kané na zaklade vztahov (3.23) uviddzame v Tabulke 2, kde sa pre porovna-
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3.2 Pociato¢na magneticka susceptibilita

nie uvedené aj kritické teploty vyplyvajuce z teorie stredného pola (TMP),
Betheho-Peierlsovej metody, exaktné vysledky (Exakt) a vysledky obdrzané
metodou vysokoteplotnych rozvojov (VIR) (vid [11]).

T T T T T

1.00 B
1- JAEP \

0751 [2-TMP )
3 - Exact

S 050+ .
0.25 4 _
0.00 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

T/T,

Obr. 1: Teplotnd zdvislost magnetizdcie.

Nakoniec pre porovnanie uvadzame na Obr. 1 teplotny priebeh mag-
netizécie vypocitany v ramci jednouzlovej aproximécie efektivneho pola
(JAEP), teorie molekularneho pola (TMP) a exaktny vysledok (Exact) pre
Stvorcovi mriezku.

3.2 Pociatocna magneticka susceptibilita

DalSou vyznamnou experimentalne meratelnou fyzikalnou veli¢inou je po-
¢iato¢na magnetickd susceptibilita, ktora popisuje odozvu systému na von-
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3.2 Pociato¢na magneticka susceptibilita

kajsie magnetické pole a je definovana vztahom

X = (gup)* lim (2_7:)77 (3.24)
kde g je Landého faktor a pup Bohrov magnetén. V tejto casti monogra-
fie vysvetlime, ako je mozné vypocitat tuto veli¢inu pre Studovany model
v ramci jednouzlovej teorie efektivneho pola.

Je zrejmé, Ze na urcenie tejto veli¢iny bude postacujice uvazovat sta-
vovia rovnicu pre slabé vonkajsie magnetické polia a teda uvazovat v rovnici
(3.14) len linearny prispevok vzhladom k veli¢ine h. Ak teda v tomto vztahu
rozvinieme funkciu tanh [6 (m + h)} do Taylorovho radu a obmedzime sa len
na prvé dva ¢leny radu, potom dostaneme pre magnetizaciu vztah

m = [Cosh(JVac)—I—msinh(JVm)rtanh(ﬁx)

=0

+ pBh [cosh(JVx) + msinh(JVx)} Zsech2 (6:16)

(3.25)

=0

Analogickym spésobom ako v prechadzajucej Casti prepiSeme tuto rovnicu
v tvare

m = Z() [ A9(B.J) + BhBY (ﬁj)] (3.26)

kde teplotne zavislé koeficienty A,(:)(BJ) st dané vztahom (3.21) a koefi-
cienty Bliz) (8J) definujeme analogickym sposobom, t.j.,

BP(8J) = Qi io ZO(—1)j (Z R k) <’;) sech? (8] (z — 2i — 25)]. (3.27)

Lahko sa mozno presvedéit, Ze na rozdiel od koeficientov A,(:) (BJ) st ko-
efienty B,(:) (BJ) nulové, ak je k neparne.
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3.2 Pociato¢na magneticka susceptibilita

Z rovnice (3.25) dostaneme nasledovné vyjadrenie pre derivaciu magne-
tizacie podla pola pri konstantnej teplote

(a_m> _ BYE,mtBI(B))
Oh ) 1= Y4, ()kmr—1 AP (B)

takze po dosadeni do (3.23) pre pociato¢nu susceptibilitu obdrzime rovnicu

(3.28)

X = o)’ 3igm BA(E)) (3.29)

kT 132 (B)km—1AP(5)

V pripade, Ze sa obmedzime len na paramagneticku oblast (m = 0), tak sa
predchédzajica rovnica zjednodusi na tvar

(9u8)" B8
= 3.30
N TT 1 2A%(87) (330)

pricom

AP = Y (z ; 1) {tanh[4. (z — 20)] - tanh [ (z — 2i - 2)] }
) (3.31)
B(()Z)(ﬂJ) = % ' (j) sech? [ﬂJ(z — 21)] (3.32)

Experimentélne bolo na mnohych feromagnetickych materidloch zistené, ze
prevratend hodnota pociatoc¢nej susceptibility vo vysokoteplotnej oblasti
rastie linearne s teplotou. Tato zavislost je magnetikom znama ako Curieho-
Weissov zakon. Podrobné vypocty, ktoré sme pre susceptibilitu urobili nam
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3.3 Vnuitorna energia, entalpia a tepelna kapacita

umoznuju overit, ¢i jednouzlova tedria efektivneho pola je schopna spravne
vysvetlit spominany Curieho-Weissov zékon.

Pri dostato¢ne vysokych teplotach (7 > T,) je parameter [ velmi maly,
takze mozeme pre hyperbolické funkcie v rovniciach (3.31) a (3.32) urobit
Taylorové rozvoje, z ktorych ponechame len linearne a absolitne cleny a
dostaneme

AP (BI) ~pJ,  BP(BJ)~1. (3.33)

Vztah pre poc¢iato¢nu susceptibilitu potom moézeme vyjadrit vo velmi jed-
noduchom v tvare
2
(9o8)" 1

_ 34
N T 1-28T (3:34)

alebo alternativne, v znamej podobe Curieho-Weissovho zakona

¢ c
X ks T-6

(3.35)

V poslednom vztahu C = (gaB)2/k;B je Curieho konstanta a © = zJ/kpg
reprezentuje Curieho-Weissovu teplotu.

3.3 Vnutorna energia, entalpia a tepelna kapacita

Vnutorné energia fyzikdlneho systému je v Statistickej fyzike definovana ako
stredné hodnota tej ¢asti hamiltonianu, ktora neobsahuje vonkajsie polia.
V naSom pripade, teda pre vnitornu energiu dostaneme

U=(H)= —<Z Jijafajz->. (3.36)

Ak zohl'adnime, Ze J;; = J # 0 len pre najblizsich susedov na mriezke a zo-
berieme do tvahy translac¢ni invariantnost, potom mdézeme predchadzajici
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3.3 Vnuitorna energia, entalpia a tepelna kapacita

vztah prepisat v tvare
N

kde N je pocet spinov (uzlov) na mriezke a E; exaktne zahina vSetky inte-
rakcie medzi centralnym spinom o; a jeho najblizsimi susedmi, t.j.,

E; =Y Jjo;. (3.38)
j=1

Pri vypocte strednej hodnoty na pravej strane (3.37) budeme vychadzat
tentokrat zo zovSeobecnenej Callenovej identity (1.16), v ktorej polozime
O; = o7, {f;} = E; a Tr; nahradime sumaciou cez hodnoty spinovej pre-
mennej o7. Ak naviac vo vztahu (3.3) pre H; zohladnime, ze h = 0, potom
(1.16) nadobudne podobu

z_ f € ZzEZ
(07E;) = <E Eoi=nr 70 o5b (o )>. (3.39)
Zof:il exp (o} E;)
Po vykonani sumacie cez o7 a aplikacii vztahu (3.7) dostaneme
(07B:) = (Eiexp(EV,) ) tanh(8z)| (3.40)

Po dosadeni (3.40) do (3.37) a jednoduchej tprave vyjadrime redukovani
vnutorni energiu v nasledovnej vseobecnej podobe

% - _ [%<exp(E¢y)>} tanh(ﬂx)

Y=Va z=0

(3.41)

Tato rovnica je este stale exaktna, avsak podobne ako pri vypocte magne-
tizacie, ani tu uz dalej nevieme budovat teoriu bez vhodnej aproximécie.
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3.3 Vnuitorna energia, entalpia a tepelna kapacita

Preto posledni rovnicu upravime vyuzitim van der Waerdenovej identity a
aproximacie efektivneho pola do tvaru

2U

0 z
= —q¢— h(Jy) + msinh(J tanh .(3.42
N {8y [cos (Jy) 4+ msinh( y)} }y:vz anh(Sz) . (3.42)
Po vykonani nazna¢eného derivovania nakoniec dostaneme vztah
_j\[[](] = [sinh(JVx) + mcosh(JVw)] [Sinh(JVx) + mcosh(JVx)]z_1
x  tanh(Sz) R (3.43)

Podobne ako pri vypocCte magnetizacie a pociatocnej susceptibility, aj te-
raz je naSim definitivnym cielom dotiahnut vypocet vnutornej energie do
podoby vhodnej pre numerické vypocty. Postup je velmi podobny ako v
predchéadzajucej sekcii, takze aj teraz prepiSeme rovnicu (3.43) pomocou
binomickej vety a po kratkej aprave obdrzime

2U - Zz_: (Z N 1)mk [COSh(va)]Z_l_k [sinh(JVac)}kH tanh(ﬁx)

" zZNJ

k =0
k=0
+ (Z ; 1) m* ! [cosh (JV,)] o [sinh(JV,)] " tanh (Bz) )
k=0 o=
(3.44)

Predchadzajuci vztah mézeme prirodzene prepisat v nasledovnej elegantnej
a strucnej forme

2U
zNJ

_ i(z;l) [mkc,f)(w)+mk+1D,§Z>(@J)}, (3.45)

kde teplotne zéavislé koeficienty C’,iz) (BJ) a D,(:) (BJ) sme definovali takto:

k+1

CP(8.J) = [cosh(JV,)]" [sinh (JV,)] tanh(ﬁa:)‘x . (3.46)
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3.3 Vnuitorna energia, entalpia a tepelna kapacita

D (8J) = [cosh(JV,)]* " [sinh(JV,)]" tanh (Bz) (3.47)

=0

Explicitna podobu tychto koeficientov ziskame opatovnou rutinnou aplika-
ciou binomickej vety a rovnice (3.7). Po pomerne jednoduchych vypoétoch
nakoniec pre spominané koeficienty dostaneme

z—k—1 k+1 o .
C,i”(ﬁJ)zé Z Z(—1)J< ]j 1) (k;rl) tanh[3.J(z — 2i — 2j)],

(3.48)
D (8J) = %; 2 (—1)j (Z ; k) (j) tanh[3.J (z — 2i — 2j)], (3.49)

Tu je potrebné este uviest, ze koeficienty C’,gr) (B8J) a D,(;) (8J) spliiaji na-
sledovne podmienky

C,gz)(ﬁJ) =0, pre k parne (3.50)
DE(BJ) =0, pre k nepérne. (3.51)

Podarilo sa ndm teda pre vypocet vnutornej energie Isingovho modelu so
spinom 1/2 odvodit jednu univerzalnu rovnicu, v ktorej je koordinacné ¢islo
opat tym parametrom, ktorym Specifikujeme prislusnia mriezku.

Bez dalsej velkej namahy ziskame rovnicu pre vypocet entalpie systému
H v tvare

H=U— Nhm, (3.52)

kde vnutorné energia U je dana vztahom (3.45), magnetizaciu m ziskame z
rovnice (3.16) a h reprezentuje vonkajsie magnetické pole.

Samotna vnutorna energia a entalpia st velmi vyznamné stavové veli-
¢iny, ktoré nam umoznuju pochopit a vysvetlit mnohé fyzikalne vlastnosti
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3.4 Helmholtzova a Gibbsova vol'na energia

Studovanych systémov. V teorii efektivneho pola je vyznam tychto dvoch
veli¢in eSte zvyrazneny tym, Ze prostrednictvom nich dokézeme vypocitat
dalsie dve velmi dolezité veli¢iny, ktorymi st tepelné kapacita a volna ener-
gia.

Tepelnt kapacitu pri konstantnej magnetizacii vypocitame priamo z de-

finicie
ou

a tepelnu kapacitu pri konstantnom vonkajsom poli ziskame zo vztahu

Cp = (g—;j>h. (3.54)

Aj ked by sme v principe mohli derivovanim rovnic (3.45) a (3.51) ziskat pre
vypocet tepelnych kapacit analytické vztahy, nebudeme takto postupovat,
lebo vysledok je natolko zloZity, Ze je ovela pohodlnejsie pocitat tepelni ka-
pacitu numerickym derivovanim prislusnych teplotnych zavislosti vnatorne;j
energie a entalpie.

3.4 Helmholtzova a Gibbsova vol'na energia

Helmholtzova a Gibsova volna energia reprezentuju dve kli¢ové termodyna-
mické veli¢iny, ktorych vyznam spociva predovsetkym v tom, Ze nam umoz-
nuju stanovit hranice pre stabilitu jednotlivych rovnovaznych faz (stavov)
studovaného systému za roznych fyzikalnych podmienok. Potreba vySetre-
nia stability jednotlivych faz vyvstava pri Tubovolnom teoretickom pristupe,
vratane exaktnych vypoctov. Obycajne sa viacero faz (stabilnych, metas-
tabilnych a nestabilnych) objavuje pri $tadiu fyzikalne zlozitejsich systé-
mov (napr. systémy v ndhodnom magnetickom poli, modely s mixovanymi
spinmi, Isigov model s volnym povrchom, frustrované systémy, atp.). Rozne
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3.4 Helmholtzova a Gibbsova vol'na energia

varianty teorie efektivneho pola 4 poskytuji pre stavovii rovnicu systému aj
v najjednoduchsich pripadoch implicitnti polynomickt rovnicu, ktora spra-
vidla poskytuje viacero rieseni, a teda tu prirodzene vyvstava potreba ana-
lyzovat stabilitu tychto rieSeni pomocou niektorej z volnych energii. Musime
vsak konstatovat, Ze v ramci lubovolnej tedrie efektivneho pola vychadza-
jucej z Callenovej identity nie je mozné analyticky vypocitat ani Helmholt-
zovu, ani Gibbsovu energiu. Této skutoc¢nost je dosledkom toho, ze vetky
takéto tedrie vychadzaji z Callenovej identity, ktord ma striktne lokalny
charakter, a preto principidlne nie mozné v rdmci takéhoto pristupu ziskat
analytické vztahy pre veli¢iny charakterizujtice globalnu stabilitu systému.

Problém vypoctu volnej energie v rameci nami diskutovanej teorie efek-
tivneho pola nebol doteraz v odbornej literatture vobec systematicky disku-
tovany, preto v tejto Casti ukdzeme vseobecny postup pre numericky vypocet
Helmholtzovej a Gibbsovej volnej energie. Najprv podrobnejSie rozoberieme
konkrétny priklad vypoétu pre jednouzlovu teoriu efektivneho pola a potom
objasnime mozné zovSeobecnenia tohto pristupu a to tak z fyzikalneho, ako
aj matematického hladiska.

Vychodiskovym bodom pre nase vypocty st dva dobre zname vztahy zo
Statistickej fyziky:

0

U==g57 (3.55)

kde parti¢na funkcia systému je definovana rovnicou
Z = Tr ¢ PHo (3.56)

a suvisi s Helmhotzovou volnou energiou vztahom

1
F=—ghZ (3.57)

4Na mysli mame len teérie vyuzivajice metodu diferencidlneho operatora a ich ekvi-
valentné formulacie.
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3.4 Helmholtzova a Gibbsova vol'na energia

Formélne rovnaké rovnice platia aj pre entalpiu a Gibbsovu volnu energiu,
t.J.,

He -z, (3.58)

op

kde parti¢na funkcia systému je definované rovnicou
7 =Tre P (3.59)

a suvisi s Gibbsovou volnou energiou vztahom

G=—tmz (3.60)
g
Aby nedoslo k omylu v chapani vyssie uvedenych rovnic, je nutné zdoéraz-
nit, ze pri vypocte prislusnych veli¢in v rovniciach (3.55)-(3.57) sa pocita
strednd hodnota len tej ¢asti hamiltonidnu, ktora neobsahuje ziadne pris-
pevky od vonkajsich poli, ¢o sme formalne vyjadrili indexom 0. Naopak, pri
vypocte velicin (3.58)-(3.60) je nutné zobrat do uvahy aj vSetky prispevky
od vonkajsich poli, v désledku ¢oho su veli¢iny F' a G rozdielne.
Kombinaciou rovnic (3.55)-(3.57) a (3.58)-(3.60) dostaneme jednoduché
vztahy

U(p) = a(gﬁF), (3.61)
H(B) = %BG)' (3.62)

Tieto parcialne diferenciadlne rovnice st velmi jednoduché a moézeme ich
. . . . / z
priamo integrovat v hraniciach (8, 8) a ziskame

B

BE(B) — B F(F) = / U(8)ds, (3.63)

IBI
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3.4 Helmholtzova a Gibbsova vol'na energia

resp.,

B
56(5) - H6(0) = [ HBas (3.64)

Tak ako doteraz, aj dalsi postup pre urcenie oboch volnych energii bude
velmi podobny, preto sa obmedzime len na vypocet Helmholtzovej energie
a odvodenie vzorcov pre Gibbsovu energiu prenechéavame ¢itatelovi. Ako je
zrejmé z doterajsich vysledkov, hlavnym problémom je stanovenie jednej z
hranic integrovania tak, aby sme mohli prislusni energiu (resp. rozdiel ener-
gif) numericky jednozna¢ne vypocitat. Vzhladom na celkovy kvalitativny
teplotny priebeh Helmholtzovej energie pre lokalizované spinové modely ne-
mozeme za referenénit (resp. podiatoénit) teplotu 3 zvolit ani nulu a ani
00, pretoze by sme neboli schopni urcit élen §'F(f'). Kedze v magnetizme
studujeme spravidla systémy, ktoré vykazuju fazové prechody, ukazuje sa,
7e najvhodnejsi vyber v takomto pripade bude volba 5 = ., kde 3, repre-
zentuje teplotu fazového prechodu.

Uvazujme kvoli urcitosti, ze v skiimanom systéme mozu za vhodnych
podmienok existovat (pripadne koexistovat) dve rézne fazy, ktoré ozna¢ime
I a II. Ak teda za integra¢nu hranicu zoberieme kriticka teplotu fazového
prechodu, potom na zéklade (3.63) moézeme pre jednotlivé fazy pisat rovnice

B
BE1(B) — BeFr(Be) = / Ur(B)dB, (3.65)

B
BEF(B) — BeFri(Be) = / Uri(B)dg. (3.66)

Klacovym faktom pre zmysluplné vyuZitie prechadzajicich vztahov je spo-
jity priebeh Helmhotzovej volnej energie v bode fazového prechodu a to pre
fazové prechody prvého, aj druhého druhu. Plati teda rovnost

F1(B.) = Fr1(B.). (3.67)
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3.4 Helmholtzova a Gibbsova vol'na energia

Dalsou vel'mi dolezitou skuto¢nostou je, ze na jednozna¢né urcenie stability
jednotlivych faz nepotrebujeme absolutne hodnoty volnych energii jednot-
livych faz, ale sta¢i nam vypocitat pri kazdej teplote ich rozdiel.

Ak zoberieme do tvahy (3.67), potom od¢itanim (3.66) a (3.65) dosta-
neme pre rozdiel volnych energii vztah

1 B

AF = Fu(9) = Fi(9) = 5 | Uni(8) — Ur(8))dB. (3.68)

Z tohto vztahu priamo vyplyva, Ze pri [ubovolnej (pevne zvolenej) tep-
lote je pre AF < 0 stabilna faza I a pre AF > 0 stabilna faza I. Kvoli
tplnosti este dodajme, Ze kriticka teplotu T, (resp. f3.) urc¢ime pre fazové
prechody druhého druhu ako teplotu, kde spojito zaniké parameter usporia-
dania. Pre fazové prechody prvého druhu je situacia zlozitejsia a na urcenie
teploty fazového prechodu je nutné vyuzit dobre znamu Maxwellovu kon-
strukciu.

Postup, ktory sme vyuzili na odvodenie rovnice (3.68) je mozné rutinne
zopakovat aj pre Gibbsovu volnu energiu, pri¢om vo vyslednom vztahu bude
vystupovat namiesto vnutornej energie entalpia Studovaného systému. Je
tiez velmi délezité si uvedomit, Ze navrhnutéd procedura na ucenie stability
faz je univerzalna a moze byt vyuzita v ramci [ubovolnej tedrie v pripade,
ze sme schopni vypocitat vnutorna energiu alebo entalpiu prislusného fyzi-
kilneho systému. Kvoli overeniu spravnosti tohto pristupu, prezentujeme
na Obr. 2 a Obr 3. teplotné priebehy v ramci jednouzlovej aproximécie
efektivneho pola veli¢iny AF pre Isingov model so spinom 1/2 v ndhodnom
magnetickom poli. Zobrazené vysledky jasne dokumentuju spravnost vyssie
navrhnutej procediry na urcenie stability jednotlivych faz. Ako je zname z
nezavislych studii [12], Isingov model v ndhodnom poli na kubickej mriezke
vykazuje napr. pre hodnotu ndhodného pola h = 2.23.J fazovy prechod dru-
hého druhu pri teplote T, = 4.0J/kp. Avsak pri dostatocne vysokej hodnote
nahodného pola, napr. h = 3.23J systém vykazuje fazovy prechod prvého
druhu pri teplote T, = 1.0J/kp. Priebehy veli¢iny AF na Obr. 2 a 3 toto
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0.34 7=6 h/J=223
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Obr. 2: Teplotnd zdvislost AF /(N J) pre Isingov model v nahodnom magnetickom
poli na jednoduchej kubickej mriezke. Teplota kgT./J = 4.0 je teplota fdizového
prechodu, druhého druhu.

spravanie perfektne potvrdzuju.

3.5 Teéria efektivneho pola pre jednorozmerny Isin-
gov model so spinom 1/2

Ako sme sa podrobne oboznamili v predchadzajicom texte, teéria efek-
tivneho pola je vo svojej podstate aproximativna metoda, ktord je zalo-
zend na predpoklade Statistickej nezévislosti spinovych premennych, ktoré
st najblizsimi susedmi vybratého centralneho atéomu. Prave predpoklad o
Statistickej nezavislosti spominanych spinov ndm umoznuje zanedbat vsetky
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Obr. 3: Teplotnd zdvislost AF /(N J) pre Isingov model v nahodnom magnetickom
poli na jednoduchej kubickej mriezke. Teplota kgT./J = 1.0 je teplota fdizového
prechodu, prvého druhu.

korelacie medzi tymito spinmi a tym sa tedria dostane do uzavretej (selfkon-
zistentnej) podoby. Tieto tvrdenia maju v8eobecnu platnost s vynimkou li-
nearnej mriezky s isingovskymi spimni 1/2, pre ktori nami uvazované teoria
efektivneho pola poskytuje exaktné vysledky. V tomto pripade je teda teoria
efektivneho pola neporovnatelne presnejsia v porovnani s teoériou stredného
pola, ktord v rozpore s realitou predpovedé pre linearnu retiazku existenciu
spontannej magnetizacie a fazovy prechod druhého druhu pri kgT,./J = 2.0.
Pripomenme, Ze jednorozmerny Isingov model spinom 1/2 sa $tandardne da
vyriesit exaktne velmi elegantnou metodou matice prechodu, avsak ako ukéa-
zeme priamym vypocCtom v tejto Casti, predstavuje metdda diferencialneho

37



3.5 Tedria efektivneho pola pre jednorozmerny Isingov model so spinom 1/2

operatora kli¢ovy matematicky trik, ktory nam umozni ziskat exaktné rie-
Senie tohto modelu alternativnym sposobom.

Budeme studovat model definovany hamiltonianom (3.1), kde Specialne
polozime z = 2 a h = 0. Na odvodenie exaktnych vysledkov bude pre
nas Startovnym bodom mierne modifikovand rovnica (3.11), ktora Tahko
ziskame, ak budeme vychédzat pri vypoctoch zo zovseobecnenej Callenovej
identity (1.16)

<af{ﬂ}>::<{ﬁ}II[awh(JVI)+w§shm(JV;ﬂ>tanhVKxﬂ

=0

(3.69)

Po roznéasobeni pravej strany prepiseme (3.69) v tvare

z z z 2
(i {fi}) = ({fH o) +07)) A7, (3.70)
kde
1

AP = 5 tanh(267) (3.71)
a naviac sme zohladnili, Ze pre h = 0 je A(()z) = A§2) = 0. Ak teraz do

(3.70) dosadime (3.71) a tiez {f;} = 0, Tahko sa presved¢ime, Ze rovnica
pre kritickia teplotu nadobuda tvar

2J
1= h 72
tan (kBTc>’ (3.72)

odkial vyplyva, Ze teplota fazového prechodu je T, = 0, v stlade s exaktnym
rieSenim ziskanym pomocou matice prechodu.

Pre ziskanie dalsich exaktnych vysledkov do (3.70) dosadime (3.71) a
{fi} =o;, k#1—1, ¢+ 1. Takto obdrzime

@@Q:%mm@ﬂx@@ﬁg+@@@». (3.73)
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3.5 Tedria efektivneho pola pre jednorozmerny Isingov model so spinom 1/2

Tuto rovnicu mozeme dalej modifikovat, ak si uvedomime, Ze korela¢né
funkcia <0,§Uf> pri Tubovolnej, ale pevne zadanej teplote je len funkciou
vzajomne]j vzdialenosti prislusnych spinov na linearnej retiazke. MdéZeme
teda definovat funkciu g(r)

(or07) = g(r) = g(i — k), (3.74)
potom mozeme rovnicu (3.73) prepisat v tvare

Cgrt1) g —1)
B CE

2 coth(2J) (3.75)
Lava strana tejto rovnice viak vobec nezavisi od vzdialenosti r, a teda aby

tato rovnica mohla byt splnena, nesmie ani jej prava strana zéavisiet od r.
Musi teda platit

g(r+1)

G = . (3.76)

Dosadenim (3.75) do (3.76) dostaneme kvadratickd rovnicu pre neznamu
funkciu v, ktorej rieSenim ziskame

v = tanh(8J). (3.77)

To znamena, ze
T
(of07) =g(r) = [tanh(ﬂJ)} :
¢o je dobre znamy exaktny vysledok pre jednorozmerny Isingov model.
Ukazme este ako mozno nasim pristupom vypocitat vnutornia energiu a
tepelnu kapacitu linearnej retiazky. Vnitorni energiu vypocitame z definic-
ného vztahu (3.37), pricom zoberieme do tvahy, ze v naSom pripade je E;
dané vztahom

(3.78)

E; = J(07y + 071), (3.79)
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takZe po dosadeni tohto vyjadrenia za { f;} v rovnici (3.70) a vyuzitf (3.71)
dostaneme vyjadrenie

NJ
U = =~ tanh(23.J) (1 + <Uf_1af+1>). (3.80)

Ak este dosadime za (07_,07,,) = tanh?(3.J), potom po trividlnej tprave
dostaneme dobre znamy exaktny vyraz

U= —NJtanh(ﬁJ), (3.81)

z ktorého derivovanim podla teploty obdrzime tiez exaktny vzorec pre te-
pelnu kapacitu

J
= h? — ). .82
kBT2sec (kBT> (3.82)

Nakoniec este uvadzame vyslednt rovnicu pre pociatoénit magneticki sus-
ceptibilitu

(1 + <af_1af+1>>sech2(2ﬁ) +1— (07 ,0%,,)
1-— tanh(QB) ’

X = (3.83)

N

ktora je mozné priamodiaro ziskat z defini¢ného vztahu (3.24) a ktora opét
dosadenim za (07 ,07,,) = tanh*(3.J) upravime do znamej podoby

X(T) exp <2J/k:BT> . (3.84)

1
 kgT
V tejto Casti sme teda priamym vypoctom roznych fyzikalnych veli¢in jasne

ukézali, Ze teoreticky pristup zalozeny na lokalnych Callenovych identitach
moze viest aj k exaktnej teorii.
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4. Dvojuzlova aproximéacia efektivneho pola

4 Dvojuzlova aproximéacia efektivneho pola a
metodda diferencidlneho operatora pre Isin-
gov model so spinom 1/2

Prvé rozsirenie jednouzlovej aproximaécie efektivneho pola bolo urobené v r.
1986 v praci [13], kde bola sformulované teoria efektivneho pola na zaklade
zovSeobecnenej Callenovej identity pre klaster pozostavajuci z dvoch najb-
lizsich susednych atémov na mriezke. Z tohto doévodu sa tato verzia tedrie
nazyva v literatture ako dvojluzlova aproximacia efektivneho pola. Formula-
cia takejto teorie na zaklade zovseobecnenej Callenovej identity si prirodzene
vyziadala aj modifikaciu metody diferencialneho operatora, kde bolo nutné
zaviest dvojicu diferencidlnych operatov V, = 9/0x a V, = 9/dy. Jednym
z oCakavanych benefitov st samozrejme presnejSie kvantitativne hodnoty
a priebehy vSetkych fyzikdlnych veli¢in, ktoré z tedrie obdrzime. Hlavny
fyzikalny prinos tejto formulacie vSak spociva v tom, Zze dvojuzlova apro-
ximacia efektivneho pola dokaZe na rozdiel od jej jednouzlovej verzie a na
rozdiel od inych podobnych teérii rozlisit topoloégiu mriezok s tym istym ko-
ordina¢nym ¢islom (napr. rovinnia trojuholnikovi a priestorova jednoduchu
kubicku struktaru). V tomto zmysle teda dvojuzlova aproximécia prinasa
okrem kvantitativneho zlepsenia vysledkov aj novi kvalitu. Okrem toho,
prave toto zovSeobecnenie teorie efektivneho pola je zédkladom formulécie
efektivno-pol'nej renormalizacnej grupy, ktora zase vyraznym sposobom vy-
lepsuje fyzikalne predikcie pre kritické koeficienty réznych veli¢in [14].
Samotnéd matematicka formulécia dvojuzlového pribliZenia je metodicky
velmi podobné postupom, ktoré sme pouzili v prechadzajucej casti, preto
nebudeme vSetky odvodenia robit podrobne, ale stustredime sa len na vyklad
kl'aéovych bodov a na zdoéraznenie odliSnosti oproti jednouzlovej verzii.
Budeme uvazovat Isingov model definovany hamiltonianom (3.1), pri-
¢om vymennu interakciu obmedzime opét len na najblizsie susedné dvojice
atomov na mriezke. Celkovy hamiltonian aj teraz rozdelime na dve casti

41



4. Dvojuzlova aproximéacia efektivneho pola

nasledovnym spdsobom
H=MHy+H, (4.1)

kde ¢len
Hij = —Jyoio; = of (D Juon+h) =i (D Juoe+h)  (42)
k=1 =1

explicitne zahifia vSetky interakcie vybranej dvojice spinov (dvojuzlového
klastra) s ich najbliz§imi susedmi a vonkaj$im magnetickym polom. Ak
teraz vo vztahu (1.17) polozime O;; , = (af + aj-) a {fij.n} = 1, potom
Callenova identita nadobudne tvar

(Uf + O’;) exp(—ﬁHij)

oﬁU?:il

S exp(—AHy) >

aﬁa?:il

(4.3)

(o7 + ) = {

Kvoli zjednoduSeniu zapisu zavedieme nasledovné oznacenie lokalnych poli
v (4.2)

z—1 z—1
E;=JY o, a Ej=J)Y oo (4.4)
k=1 /=1

Tymto zjednodusenim, po vykonani sumacie v (4.3) obdrzime

S 2sinh [8(E; + E;) + 26h]
(i +7)) = <cosh [B(Ei + Ej +2ph)] + e~ cosh [B(E; — Ej)] >(4'5)

Tato rovnica je stale exaktna a sluzi ako vychodiskovy bod pre formuléciu
vhodnych aproximativnych vypoc¢tovych schém pre rozne fyzikalne systémy.
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Podobne ako v predchadzajucej ¢asti, aj teraz sa pri vietkych d'alsich vy-
poctoch obmedzime len na izotropny pripad, t.j., polozime J;; = J, V 4, 7.
Kedze ani pri tomto zjednoduSeni nevieme vypocet strednej hodnoty na
pravej strane (4.5) urobit exaktne, je nutné tento problém riesit zavede-
nim vhodnej aproximativnej schémy. Najjednoduchsia mozné aproximécia
spocCiva v nahradeni argumentov hyperbolickych funkcii ich strednymi hod-
notami. Ak si naviac uvedomime, Ze stredné hodnota je nezavisla od polohy
uzla ({(¢?) = m, Vi), potom v tomto priblizeni dostaneme rovnicu.

sinh[28.J(z — 1)m + 23h]

" cosh [26J(z —1)m+ Qﬁh} + 2877 (4.6)

ktora podla ocakavania je identické s rovnicou pre magnetizaciu v tzv. Ogu-
chiho aproximécii. Tato aproximacia bola samozrejme pdévodne odvodena
inym postupom a predstavuje iste kvalitativne zlepSenie tedrie stredného
pola [Oguchi|. V porovnani s jednouzlovou aproximéciou efektivneho pola
poskytuje Oguchiho aproximécia kvantitativne horsie vysledky.

Aby sme sformulovali presnejSiu aproximativnu schému, ako je spomi-
nand Oguchiho aproximacia, vyuzijeme na vypocet pravej strany v (4.5)
nasledovny vztah

e)\zvz+)\yVyf(x7 y) = f(x + Ao,y + /\y> (47)

a obdrzime

1 z z ; . ._F.
(07 +07)) = (elFHEITHELEIN (b)), (4.8)
y=0
kde funkciu F'(z,y, h) sme definovali nasledovne
sinh +2h
Fla,.) = hlfe t 27 (19

cosh [5(1‘ + 2h)] + 287 cosh(ﬁy) '
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4. Dvojuzlova aproximéacia efektivneho pola

Aby sme pokroéili dalej, prepiSeme (4.8) v tvare

o (4.10)
y=0

S ({07 + 7)) = (PTATIET ) Py )

odkial po aplikacii van der Waerdenovej identity (3.10) obdrzime rovnicu

z—1

m = <H{cosh[J(Vm +V,)] + ofsinh[J(V, + Vy)]}

X H{cosh[J(Vz —V,)] + 07 sinh[J(V, — V,)] }>

=1
x F(z,y,h)

(4.11)

z=0"
y=0

Rovnica (4.11) je eSte stale exaktna, avsak od tohto Stadia vypoctu uz nie je
mozné postupovat tak, aby sme neurobili nejaki aproximaciu na jej pravej
strane.

Ak teraz na pravej strane zanedbame koreldcie medzi vSetkymi spinmi
dostaneme priblizni teoériu, ktora je v literatire zndma ako dvojuzlovéa ap-
roximacia efektivneho pola. V ramci tohto pribliZenia potom rovnicu pre
magnetizaciu vyjadrime v tvare

o {Cosh[t](vgC + Vy)} + msinh [J(Vx + Vy)] }2—1
% {cosh [J(, = ¥,)] + msinh[J(V, V)] }Z_l

X F(m,y,h)‘ (4.12)

z=0"
y=0

44



4. Dvojuzlova aproximéacia efektivneho pola

odkial po aplikécii binomickej vety ziskame

—

4
z—1 k

m = ( . )mk{cosh[J(VerVy)}}Zk1{sinh[J(Vx+Vy)}}

T
= o

x (Z ‘ 1) m{eosh (9, =9} fsinb (9. - 9,1}

0

~
Il

x F(x,y,h)

. (4.13)

8
Il 1l

<

Rovnicu (4.13) mdzeme evidentne zapisat v nasledovnej elegantnej podobe

21\ [z -1
m = ( B ) ( , )mk“AE;), (4.14)
k=0 ¢=0

kde sme koeficienty A,(:g) definovali vztahom

AR) = AR (BIn) = {cosh[J(V. + V)] }Z_k_l{sinh[J(Vx +V,)] }k

L

« {cosh[J(Vx —v,)] }Z_Z_l{sinh[J(Vx ~v,)] }

x F(x,y,h)

(4.15)

.
0

x
Yy

Tieto koeficienty vieme priamociaro vypocitat vyuzitim binomickej vety a
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4. Dvojuzlova aproximéacia efektivneho pola

Obr. 4: Dvojuzlovy klaster zloZenyj zo spinov o7, 0% a ich najbliZsi susedia.
a) plosnd trojuholnikovd mriezka, b) jednoduchd kubickd mriezka.

rovnice (4.7), pricom dostaneme nasledovné vyjadrenie
z—k—-1 k z—4-1 ¢ .
itpfz—k—1\(z—0—1\ [z [z
w2y 2y () T)00)
i=0 j=0 n=0 p=0 ( ) t n J/) \p
sinh[28J(z—1—i—j—n—p)]
X .
cosh[QﬁJ(z —1—i—7—n —p)} + e‘25jcosh[2,6J(n +p—i— j)}

(4.16)

Rovnice (4.14) a (4.16) jednoznac¢ne urcuji stavovi rovnicu Isingovho mo-
delu so spinom 1/2 v ramci dvojuzlovej aproximécie efektivneho pola. Aj
ked su tieto rovnice evidentne zloZitejsie ako v jednouzlovom priblizeni
(hlavne vyjadrenie koeficientov), ich numerické rieSenie nepredstavuje ziadne
dodatoéné komplikacie v porovnani s (3.16) a (3.19). Ako vidime, tak aj v
dvojuzlovej aproximacii je Struktira mriezky zohladnena koordina¢nym Cis-
lom z. Tu je vSak nutné zdoraznit, ze v pripade z = 4 je rovnica (4.14) platna
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4. Dvojuzlova aproximéacia efektivneho pola

pre Stvorcovii mriezku a pre z = 6 zase pre jednoduchi kubickta mriezku. Pre
rovinni Kagomé (z = 4) a rovinna trojuholnikova (z = 6) mriezku rovnica
(4.14) neplati, pretoze v tychto pripadoch musime pri zanedbévani korelé-
cii na pravej strane v rovnici (4.14) zohladnit fakt, Ze atomy centralneho
klastra o7 a 07 maju vo svojom okoli spolo¢nych najblizsich susedov. Kvoli
nazornosti sme na Obr. 4 zobrazili prislusné klastre spolu s ich najblizsimi
susedmi pre trojuholnikova a kubickd mriezku.

Z obrazka vidime, Ze na trojuholnikovej mriezke spiny o a of su spo-
lotnymi najblizSimi susedmi pre obidva centralne spiny o7 a o7, ale na
kubickej mriezke spolo¢ni susedia neexistuju. Ak zohladnime tento fakt a
zoberieme do tvahy, Ze (0%)? = (0Z)?, potom pre trojuholnikovi mriezku z
rovnice (4.11) dostaneme v ramci tedrie efektivneho pola nasledovny vztah
pre magnetizaciu

m = {cosh[J(Vx + V)] + msinh[J(V, + V)] }3
X {cosh[J(Vm — Vy)} + msinh[J(Vm — Vy>] }3
X {cosh(QJVx) +msinh(2va))}2

X F(z,y,h) (4.17)

z=0"
y=0

Pre jednoduchu kubickt mriezku vSak plati rovnica (1.12), takze vztah pre
magnetizaciu zapiSeme v tvare

m = {cosh[J(Vx + Vy)} - msinh[J(Vx + Vy)} }5
X {cosh[J(Vm - Vy)} + msinh[J(Vm — Vy>] }5

X F(x,y,h)

o (4.18)
y=0

Rovnice (4.17) a (4.18) st evidentne rozdielne, takze zakonite z nich do-
staneme rozne numerické vysledky. Aj bez dalsich vypoctov je zrejmé, Ze
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5. Jednouzlové aproximacia efektivneho pola pre Isingov model so spinom 1/2 v
transverzalnom vonkajSom magnetickom poli

aj ostatné fyzikalne veli¢iny, ktoré vypocitame v rdamci dvojuzlovej tedrie
efektivneho pola budu rozdielne vd'aka rozliSeniu topologickej Struktury pri-
slusnych mriezok. Tento fakt predstavuje vyznamné kvalitativne vylepSenie,
ktoré dvojuzlovi teoriu efektivneho pola stavia do nadradenej pozicie voci
doteraz zndmym teoriam efektivneho pola v magnetizme.

5 Jednouzlova aproximécia efektivneho pola
pre Isingov model so spinom 1/2 v trans-
verzalnom vonkajSom magnetickom poli

Transverzalny Isingov model bol prvykrat diskutovany Kirkwoodom uz v r.
1933 [15], ktory dokazal, ze tento model vykazuje dalekodosahové usporia-
danie, a teda aj fazovy prechod. Neskor bol model aplikovany na stadium
roznych systémov, ako su feroelektrika, feromagnetické materidly s indu-
kovanym magnetickym momentom alebo Jahnove-Tellerove systémy [16].
Model samozrejme mozno pouzit aj na teoreticky popis realnych magne-
tickych systémov v prie¢nom magnetickom poli (vid napr. [17], [18]) . Ok-
rem aplika¢ného vyznamu je tento model vyznamny aj z Cisto teoretického
hladiska, kedZe ide o najjednoduchsi kvantovy systém popisujici koopera-
tivne javy. Transverzalny Isingov model bol studovany mnohymi teoretic-
kymi pristupmi, a to po¢ntc jednoduchymi metédami, ako su tedrie mole-
kularneho pola [17] ¢i teorie efektivneho pola [18] a konciac sofistikovanymi
pristupmi ako st napr. vysokoteplotné rozvoje [19], Monte Carlo simulacie
[20] ¢ exaktné vypocty [21].

Nagim hlavnym cielom v tejto ¢asti je zov8eobecnenie jednouzlovej ap-
roximacie efektivneho pola na pripad, ked vonkajsie magnetické pole bude
mat aj transverzalnu zlozku. Budeme studovat Isingov model so spinom 1/2
nachadzajuci sa v magnetickom poli, ktoré ma okrem Standardnej z—ovej
zlozky aj dalsiu nenulovi komponentu v smere kolmom na os kvantovania.
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5. Jednouzlové aproximacia efektivneho pol'a pre Isingov model so spinom 1/2 v
transverzalnom vonkajSom magnetickom poli

Takyto model je definovany hamiltonidnom
H=-> J;SS—hdY Si—-Q> & (5.1)
irj i i

kde J;; je zase vymenné interakcia medzi najbliz§imi susednymi atémami
(spinmi) na mriezke, h je zlozka intenzity vonkajsicho magnetického pola
v smere osi z a {2 v smere osi x. Operatory Sm a SZ (t=1,...,N) st pre
dvojstavovy Isingov model reprezentované spinovymi matlcann

' 1(0 1 . 1(1 0
sl sl 5

Podobne ako v predchadzajucich ¢astiach, aj teraz najprv rozdelime hamil-
tonian (5.1) na dve Casti

~ ~ A~y

H=m+H (5.3)
kde cast
H, = & (Z TyS7 + h) — Qe (5.4)
J

obsahuje vsetky interakcie centralneho ¢— tého atému s jeho najbliz§imi
susedmi a vonkaj$im magnetickym polom a ' zahfiia vSetky ostatné inte-
rakcie v studovanom systéme.

Startovnym bodom pre formulaciu jednouzlovej aproximaécie efektivneho
pola bude prirodzene opét Callenova identita (1.15), ktora pre O; = Sf

prepiSeme v tvare
Ay Tr; ﬁf exp(—BHi
<Si>:< ( - )>, (5.5)
Tr; eXp(—ﬁHi)

kde H, je teraz dané vztahom (5.4). Tu sa ziada prlpomenut 7e predché-
dzajuca identita plati v dosledku nekomutativnosti H; a H len priblizne,
¢o ndm uz v principe neumoznuje ziskat ziadne exaktné vysledky.
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5. Jednouzlové aproximacia efektivneho pol'a pre Isingov model so spinom 1/2 v
transverzalnom vonkajSom magnetickom poli

Skor, ako prejdeme k dalsim vypoctom si musime uvedomit, Ze operator
‘H; je reprezentovany nasledovnou nediagonilnou maticou

o L(E+h Q

kde sme kvoli zjednoduseniu oznacili

E =Y J;S;. (5.7)
J

Je vSak potrebné zdoraznit, ze prave nediagonéalnost uzlového hamiltonianu
#; nam sposobuje problém s vypoctom exponencialy v rovnici (5.5). Naj-
castejsie sa tento problém riesi prechodom k tzv. vlastnej reprezentacii ope-
ratora 7:£i, kde je tento operator prirodzene vyjadreny diagonalnou maticou,
takZe vypocet exponencily je potom velmi jednoduchy. Tento ciel moZzeme
v nasom pripade dosiahnut priamym néjdenim vlastnych hodnot a vlast-
nych funkecii matice (5.6), avSak z hladiska d'alsich zovseobecneni teérie je
ovela elegantnejSie a uzito¢nejsie diagonalizovat H, vyuzitim nasledovnej
rotacnej transformacie

H S7 cos ; — ST sin ; 5.8)
5S¢ = S%sing; + S¥ cos g, (5.9)
kde
E;+h
oS p; = i = sin p; = (5.10)
V2t (B4 1) \/m (Ei+ 1)
Vyuzitim vztahov (5.8) a (5.9) vyjadrime operatory #; S']Z a gf v tvare
\/92 (Ei +h)*
, (5.11)
0 —\/92 (B:+h)" )
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5. Jednouzlové aproximacia efektivneho pola pre Isingov model so spinom 1/2 v
transverzalnom vonkajSom magnetickom poli

Ei+h
1| oy E +h)? \/92 E +h R
\/QQ+ Ei+h)2 \/92 (B +h)* ).
Ei+h
\/92 E +h N E +h)? -

\/Q2+ El-+h) \/92 (B + 1)

i

Po dosadeni (5.11) - (5.13) do vztahu (5.5) a vypo¢itani naznacenej stopy
obdrzime pre strednt hodnotu pozdiznej komponenty magnetizacie rovnicu

1 E;

m, = <5’f> = <§w tanh [g\/QZ + (B + h)Q} > (5.14)

Je zrejmé, Ze rutinnym zopakovanim celej procediry pre operator S dosta-
neme pre transverzalnu magnetizaciu m, analogicky vztah

my = <5’f> = <%%Ef tanh [g\/§22 + (E; + h)zl > (5.15)

Ak teraz opéat pristipime k najjednoduchSej moznej aproximacii a odstre-
dujeme argumenty funkcii na pravej strane v predchadzajucich dvoch rovni-
ciach a vo v8etkych dalsich vypoctoch zohladnime, ze J;; = J, Vi, j, potom
obdrzime vztahy

. 1 Jgm, + h
T2/ (Jgm. + h)?

tanh [g\/m + (Jgm. + h)ﬂ (5.16)
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5. Jednouzlové aproximacia efektivneho pola pre Isingov model so spinom 1/2 v
transverzalnom vonkajSom magnetickom poli

my, =

L ¢ tanh {é\/m + (Jgm. + h)ﬂ, (5.17)
2/ + (Jgm, + h)? 2
ktoré podla ocakéavania reprezentuju dobre znamu aproximaciu stredného
pola pre studovany model.

Aby sme ziskali presnejSiu aproximéciu upravime pravé strany rovnic
(5.14) a (5.15) pomocou (3.7) a nasledne vyuzijeme modifikovani van der
Waerdenovu identitu

exp(yé’j) = cosh(%) + 23;‘ sinh(%). (5.18)
Takto z (5.14) a (5.15) obdrzime

z

m, = <U [cosh(JVx) + 0% sinh(JVm)} >f(:c) o (5.19)
My = <ﬁ [cosh(JVI) + 0% sinh(JVx)} >g(x) L (5.20)

j=1

kde funkcie f(x) a g(z) sme definovali vztahmi

flz) = QWtanh<6\/m> (5.21)

V)

x tanh | =vQ2 + 22 ). 5.22
o(0) = s o (5 022
Ak teraz zanedbame vsetky korelacie na pravej strane (5.14) a (5.15), do-
staneme jednouzlovi aproximaciu efektivneho pola pre dvojstavovy Isin-
gov model. Rovnice pre jednotlivé komponenty magnetizacie nadobudni
v tomto priblizeni tvar

, (5.23)

z=0

m, = [COSh(%Vx> + 2m, sinh(gvx)] Zf(x)
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transverzalnom vonkajSom magnetickom poli

My = [cosh<gvz> + 2m, sinh(%vxﬂzg(x)

(5.24)

z=0

Ak teraz pouzijeme rovnaky matematicky postup ako v tretej Casti 3 tejto
monografie, potom pre obidve zlozky dostaneme rovnice, ktoré si formélne
zhodné s rovnicou (3.10), t.j.,

z 7 .
m.=y_ (k) mF AP, (5.25)

z . .
m, = Z (k) ml;B,(C ), (5.26)

k=0

avSak koeficienty A,(:) a B,(:) st teraz definované vztahmi

A ot 'Cosh(gvz)' = -sinh(%vm)- () . (5.27)
a
B}(:) _ ok 'Cosh(%vx)- o -sinh(gvx)- kg(x) o’ (5.28)

kde funkcie f(z) a g(x) st samozrejme dané rovnicami (5.21) a (5.22). Kvoli
jasnosti je potrebné poznamenat, Zze malé rozdiely v definicii koeficientov
oproti rovnici (3.17) savisia jednak so zavedenim transverzalneho pola (zlo-
zitejsie funkcie), ale aj s pouzitim spinovych matic (objavia sa navy$e moc-
niny dvojky). V tomto $tadiu vypoctov je zrejmé, ze by sme teraz mohli
pre vypocet vietkych fyzikalnych veli¢in (Curieho teplota, spontdnna mag-
netizacia, vnitorna energia) odvodit formalne rovnaké rovnice ako v tretej
Casti, len s inymi koeficientami. Kedze ide o rutinny postup, nebudeme
ho podrobne opakovat, ale sustredime sa na dalSie zaujimavé zovseobecne-
nia teorie efektivneho pola zaloZenej na technike diferencialneho operatora.
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6. Jednouzlova aporximécia efektivneho pola pre Isingove modely s vy3Simi spinmi

Skor, ako prejdeme k dalsim aplikdciam, eSte zdoraznime niektoré vyznamné
¢rty sformulovanej teodrie.

V prvom rade je potrebné zdoéraznit, ze jednouzlova aproximacia efektiv-
neho pola poskytuje velmi dobry kvalitativny fyzikalny obraz spravania sa
transverzalneho Isingovho modelu. Prezentované teéria spravne predpoveda
existenciu usporiadanej fazy v istom kone¢nom rozsahu hodnot transverzal-
neho pola 0 < 2 < .. Naviac aj hodnoty veli¢iny ). vypocitané z tejto
teorie st v porovnani s inymi metédami dostatocne presné (vid napr.[18]).
Diskutované teoria tiez spravne predpoveda postupny pokles kritickej tep-
loty a jej postupny zéanik v €2.. Okrem toho mozno konstatovat, ze jedno-
uzlova aproximécia poskytuje aj velmi dobré odhady teplotnych priebehov
relevantnych fyzikalnych veli¢in v Sirokom teplotnom intervale, s vynimkou
tzkej oblasti na blizkom okoli Curieho teploty. Za vyhodu mozno povazo-
vat aj jej jednoduché zovseobecnenie na zlozitejsie fyzikalne systémy (napr.
systémy s vy88imi spinmi ¢ Strukturalne neusporiadané materialy) [18].

6 Jednouzlova aproximaéacia efektivneho pola
pre Isingove modely s vySSimi spinmi

V tejto Casti monografie sa sistredime na rozsirenie jednouzlovej aproxi-
mécie efektivneho pola na isingovské modely so spinmi va¢simi ako 1/2.
Takéto modely predstavujua netrividlne zovseobecnenie dvojstavového Isin-
govho modelu a umoznuju zapocitat celi §kalu novych efektov, ako je napr.
jednoi6nové anizotropia, bikvadraticki interakcia, atp. Ako uvidime dalej,
jedno i dvojuzlova aproximaciu efektivneho pola je mozné s malymi mo-
difikdciami v matematickom aparate sformulovat pre lokalizované spinové
modely s Tubovolnym spinom [22], [23|. Naviac, ako sme uz spominali, je
takéto zovSeobecnenie mozné aj po zapocitani transverzalneho magnetic-
kého pola [18].
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6.1 Blumeho-Capelov model so spinom 1

6.1 Blumeho-Capelov model so spinom 1

Kvoéli lepsiemu pochopeniu matematickych detailov budeme najprv studovat
isingovsky systém so spinom 1, v ktorom okrem Standardného interakéného
¢lena a vonkajsieho magnetického pola zoberieme do tvahy aj jednoiénovi
anizotropiu °.

Takyto model je definovany hamiltonidnom

~N " JiSiS DY (85 - hY Sz, (6.1)
i, i i

kde S7 = 0,+£1 st mozné priemety z—ovej zlozky operatora spinu do osi
kvantovania a D reprezentuje parameter jednoiénovej anizotropie. Je zrejmé,
ze pre kladné hodnoty D budd v systéme preferované stavy S; = +1 a
pri zépornych hodnotach anizotropie budi zase energeticky favorizované
stavy S? = 0. Dodajme este, Ze vyznam ostatnych symbolov je rovnaky ako
v predchédzajicom texte.

étandardn)?m postupom odvodime pre nas model exaktni Callenovu
identitu v tvare

e 2sinh [8(E; + h)]
m=(5) = <28inh[B(Ei + h)] +e PP > (6.2)

H

kde sme oznadcili
B, =Y Ji;S;. (6.3)
j=1

Na rozdiel od dvojstavového modelu budeme teraz okrem magnetizéacie po-
trebovat aj vypocet strednej hodnoty kvadratu spinu, pre ktory rovnakym

5Velmi &asto sa v odbornej literatiire jednoiénova anizotropia nazyva aj ako jedno-
0sova anizotropia alebo tiez krystalové pole.
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6.1 Blumeho-Capelov model so spinom 1

postupom ako pre magnetizaciu obdrzime nasledovni exaktnu Callenovu

identitu
o 2\ 2 o 2 cosh [B(Ez + h)}
= (%)) = <2sinh[5(Ei +h)] +esD > (64)

Samozrejme, Ze aj pre tento model dostaneme vystredovanim argumentov
hyperbolickych funkcii prislusné rovnice teoérie stredného pola. NaSou tlo-
hou je v8ak sformulovat jednouzlova aproximaéciu efektivneho pola, ktora
poskytuje kvantitativne aj kvalitativne lepsSie vysledky, ako tedria stredného
pola i Oguchiho aproximécia [8].

Ako je zrejmé zo Struktury predchadzajicich dvoch rovnic, ak polozime
Ji; = J, Vi, j, mozeme ich aplikaciou vztahu (3.7) vyjadrit v tvare

2sinh [3(z + h)]
m = <eXp (Eivm>>251nh Bz +h)] +e D |,_, (6.5)
B 2 cosh [B(z + h)]
q= <eXp<Eivx)>QSinh [ﬁ(gj i h)] + e—BD 56207 (6.6)
kde sme kvoli prehladnosti zaviedli funkcie f(z) a g(z) vztahmi
B 2sinh [8(z + h)]
f(x) = > sinb Bz 1 )] + o7 (6.7)
o() 2cosh[(z + h)] 6.8)

~ 2sinh [B(z + h)] + e PP

Aby sme urobili dalsi progres, potrebujeme vyuzit van der Waerdenovu
identitu, ktora pre spin 1 nadobuda tvar

exp(757) = (5%)” cosh(y) + SZsinh(y) + 1 — (5%). (6.9)
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6.1 Blumeho-Capelov model so spinom 1

Rovnice (6.5) a (6.6) teda mozeme prepisat nasledovne

m = <H [(85)" cosh(JV,) + 87 sinb(JV.) +1 = (55)°] ) F ()| (6.10)
¢= <H (85) cosh(JV.,) + 5 sinh(JV,) +1 = (57)°] )g(a)| . (611)

j=1

Po roznasobeni vyrazov na pravej strane rovnic (6.10) a (6.11) vznikna
na pravych stranach oboch rovnic viacspinové korela¢né funkcie, ktoré uz
nevieme zapocitat exaktne, preto ich v duchu teorie efektivneho pola roz-
Stiepime podla schémy

(S2(52)% ... S7) ~ (S){((57)%) ... (57), (6.12)

a prislusné rovnice v takomto priblizeni prepiSeme v nasledovnej zjednodu-
Senej podobe

m = [q cosh(JV,) +msinh(JV,) + 1 — qrf(x) (6.13)

=0

q= [q cosh(JVx) + msinh(JVz) +1-— q] Zg(x) (6.14)

=0
Vidime, ze aj pre najjednoduchsi model so spinom 1 je nutné pre vypo-
¢et vSetkych fyzikalnych veli¢in uz v rdmci jednouzlovej aproximacie riesit
ststavu dvoch nelinedrnych navzajom previazanych polynomickych rovnic
s pomerne komplikovanymi koeficientmi. Naviac kazda z tychto rovnic je
sama o sebe zloZitejsia, ako v pripade modelu so spinom 1/2, a preto nie je
mozné rutinne prevziat matematické postupy pouzité v predchadzajucich
castiach.

Nagim cielom bude teraz dalej matematicky rozpracovat sformulovani
teoriu tak, aby bol jasny postup vypoctu jednotlivych fyzikalnych veli¢in
pre rozne krystalické struktury.
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6.1.1 Curieho teplota a trikriticky bod

Aby sme mohli studovat priebehy spontannej magnetizacie na okoli Curieho
teploty, vypocitat krivku fazovych prechodov druhého druhu a trikriticky
bod, polozime v rovniciach (6.7) a (6.8) h = 0 vo vztahoch (6.13) a (6.14)
vyuzijeme proceduru, ktora je zndma z Landauovej tedrie fazovych precho-
dov. Prezentovany pristup je odlisny od Landauovej teérie len v tom, zZe tu
nepracujeme s rozvojom Gibbsovej energie, ale s rozvojmi magnetizacie a
parametra q. Z tohto dévodu sa prislusné podmienky (nerovnosti) budi od
Landauovej teorie 1isit v znamienku.

Ako je vidiet z rovnic (6.13) a (6.14), magnetizaciu mozeme v kritickej
oblasti vyjadrit v tvare

m = am +bm* +cm® + ..., (6.15)

pricom koeficient a je urc¢eny vztahom

z—1
a= zsinh(JVx) [qo cosh(JVx) +1- qo] f(x) L (6.16)
kde parameter qq je rieSenim rovnice
Go = [qo cosh(JVx) +1-— qo] Zg(x) L (6.17)

Krivka fazovych prechodov druhého druhu je potom ur¢ena znadmymi vztahmi
a=1, b<0 (6.18)

a priebeh spontannej magnetizicie na v blizkom okoli kritickej teploty po-
pisuje rovnica
s 1—a

— 1
m 5 (6.19)

o8



6.1.1 Curieho teplota a trikticky bod

ktora mé realne rieSenie len pre b < 0. Ak je b > 0, potom sa magnetiza-
cia meni skokom a nastava fazovy prechod prvého druhu. Je jasné, Ze bod
v ktorom plati

a=1 b=0, (6.20)

je $pecidlny bod na krivke fazovej rovnovahy, ktory oddeluje fazové pre-
chody druhého a prvého druhu. Takyto bod sa v teorii fazovych prechodov
nazyva trikriticky a jeho numerické urcenie (ale aj overenie podmienok sta-
bility v (6.18)) vyzaduje samozrejme explicitni znalost koeficientu b. Aby
sme tento koeficient vypocitali vyjadrime parameter ¢ ako

q=qo+ qm? (6.21)
a dosadime tento vyraz do (6.14). Po kratkom vypocte dostaneme pre ¢;
vyjadrenie
=1 (6:22)
kde
e = z[qo cosh(JVz) +1-— qor_1 [cosh(JVx) — 1]g(x) K (6.23)
z! z—2 .
f= 2z —2)! [qo cosh(JV,) + 1 — o] ™~ sinh*(JV,) g () o (624

Nakoniec substituciou (6.21) do (6.13) obdrzime pre koeficient b nasledovny
vztah

z! z—
b= mql [qO COSh(JVx) +1-— qO} 2

X sinh(JVz) [cosh(JVm) — l]f(x)

3|(ZZ—L3)' [qo COSh(JVx) +1-— qO]PS sinh3(JVm)f(x)

=0

+ . (6.25)

=0
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6.1.2 Isingovské modely so spinom S>1 a aproximativna van der Waerdenova identita

Ako vyplyva z doterajSej diskusie, dokdze teoria efektivneho pola po-
skytnut vhodny aparat na stadium fazovych prechodov druhého druhu a
trikritického spravania. AvSak, ak chceme v rameci teorie efektivneho pola
studovat aj fazové prechody prvého druhu, je nevyhnutné doplnit formulaciu
o Maxwellovu konstrukciu, ktora umoziuje najst prislusné fazové hranice
aj bez znalosti volnej energie systému. Samotna Maxwellova konstrukcia
je spravidla zahrnuta v standardnych ucebniciach étatistickej mechaniky,
preto sa nou blizsie nebudeme zaoberat.

Na zaver tejto ¢asti mozno eSte poznamenat, ze podobne ako pre S =
1/2, aj pre S = 1 funguje kvalitativne tedria efektivneho pola velmi prija-
telne a naviac vodi tedrii molekularneho pola poskytuje aj vyznamné kvan-
titativne zlepSenie pri vypocte vSetkych relevantnych fyzikalnych veli¢in.

6.1.2 Isingovské modely so spinom S>1 a aproximativna van der
Waerdenova identita

V predchadzajucej ¢asti sme na priklade Blumeho-Capelovho modelu ilus-
trovali ako sa matematicky komplikuje jednouzlova aproximécia tedrie efek-
tivneho pola, ked zvySime spin. Z podrobnych vypoctov pre Blumeho-
Capelov model so spinom 1 je zrejmé, ze zlozitost celej formulacie narasté
v dosledku toho, Ze narasté zlozitost Callenovej identity (vid (6.9)). Je tiez
jasné, ze aplikacia samotnej metody diferencialneho operatora prislusné ma-
tematické rovnice neprinasa v porovnani s jej aplikidciou na dvojstavovy Isin-
gov model ziadne dodato¢né komplikicie. Vyvstava preto otézka, ako bude
narastat zlozitost samotnej van der Waerdenovej identity s narastajicou
hodnotou spinu a aky to bude mat vplyv na zlozitost formulacie samotnej
teorie efektivneho pola. Aby sme tito otazku vyriesili, musime si uvedomit,
7e van der Waerdenovu identitu pre I'ubovolnt hodnotu spinu S moZeme
vyjadrit v tvare

25
exp(157) = Y Aw()(87)". (6.26)
k=0
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Explicitnt formu identity dostaneme tak, ze do predchadzajtcej rovnice do-
sadime postupne S7 = —S, ..., 5 a dostaneme stustavu 25 linearnych rovnic
pre nezname koeficienty Ay. Ak tuto sustavu vyrieSime, potom pre spin 1/2
dostaneme vztah (3.10) a pre pre spin 1 (6.11). Zopakovanim tejto proce-
dary pre pre S = 3/2 a S = 2 z rovnice (6.26) postupne obdrzime

S =3/2
exp(757) = Ao+ A1S7 + Ag(S2)” + A3(S7)°, (6.27)
kde
Ao(v) = % :9 cosh(%) - cosh(?);)] (6.28)
Ai(y) = 1—12 {27 sinh<g) — smh( )} (6.29)
Ay(v) = % cosh(%) - cosh( )1 (6.30)
As(v) = % smh(?) — 3smh< )} (6.31)
S =2

exp(757) = Ao + A1S7 + Ag(S7)" + A3(52) Ay + A4(S7)",(6.32)
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kde
Ag(y) =1 (6.33)
Ai(y) = %[8 sinh(7) — sinh(QV)] (6.34)
As(7) = % :1600511(7) — cosh(2y) — 15] (6.35)
As(y) = %[8 sinh(2) — 2smh(7)} (6.36)
Au(y) = % cosh(2y) — 4cosh() + 3], (6.37)

7 tychto ilustra¢nych prikladov vidno, Ze so zvySovanim spinu rastie
jednak algebraickd naroc¢nost formulacie, ale aj pocet parametrov teorie,
ktoré je potrebné brat do tvahy. Vo vSeobecnosti na konzistentnia formu-
laciu jednouzlovej aproximacie efektivneho pola pre isingovsky model so
spinom S je nevyhnutné odvodit a riesit sistavu 2S5 polynomickych rov-
nic pre magnetizaciu a 25 — 1 strednych hodnét vyssich mocnin spinu, t.j.,
((Sj)n), n = 2,...,25. Pre tplnost je potrebné este dodat, ze aj samotné
funkcie, ktoré vstupuju ako startovny bod do Callenovej identity sa z na-
rastajucim spinom stavaju zlozitejsimi a narasta aj ich pocet. Ako je v8ak
zrejmé z doteraj$ich konkrétnych vypocétov, tento fakt je z hladiska vypoc-
tovej naroc¢nosti marginalny.

Naviac, dalsie komplikidcie a narast zloZitosti sa v tomto type tedrie
objavi, ak ju aplikujeme na zlozitejsie fyzikalne systémy, ako su systémy
s mixovanymi spinmi, uzlovo a vézbovo zriedené magnetické latky, tenké
magnetické vrstvy, bindrne a ternarne zliatiny, atp. [11] Z uvedenych argu-
mentov dostatocne jasne vyplyva, ze narastajuca zlozitost teorie efektivneho
pola moze byt zasadnym limitujtcim faktorom pri mnohych potencialnych
aplikaciach. Tento fakt bol principidlnym motivaénym faktorom na vypra-
covanie alternativnej verzie efektivneho pola, ktora je zaloZena na pribliZnej
van der Waerdenovej identite. Podrobnejsie sa budeme tejto variante teodrie
venovat v nasledujiicej ¢asti monografie.
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6.2 Teoéria efektivneho pol'a s pribliZnou van der Wa-
erdenovou identitou pre modely s 'ubovolnym spi-
nom

Ako sme uz naznacili v predchadzajucej diskusii, pri aplikiciach teorie efek-
tivneho pola na mnohé zaujimavé systémy s vySSimi spinmi sa matema-
tickd formulécia teorie efektivneho pola komplikuje natolko, Ze prestava
byt vhodnym teoretickym nastrojom na studium fyzikalnych veli¢in v tychto
systémoch. Ako v r. 1992 ukazali Kaneyoshi, Tucker a Jasc¢ur [22], vSetky
problémy s narastajticou zlozitostou teorie sa daji obist zavedenim a apliké-
ciou nasledovnej zovSeobecnenej, ale pribliznej van der Waerdenovej identity

z

exp(aS;) = cosh(an) + % sinh (an), (6.38)

kde parameter 1 sme definovali ako

= {((5;)"). (6.39)

Tato identita plati v aproximativnej podobe pre Tubovolny spin S a v Spe-
cidlnom pripade S = 1/2 sa stava exaktnou.

Budeme teraz studovat Blumeho-Capelov model definovany hamiltonia-
nom (6.1), ale spin budeme uvazovat [ubovolny. Ako je jasné z vypoctov,
ktoré sme urobili v predchadzajtcej ¢asti, budeme aj v pripade Tubovolného
spinu potrebovat len dve rovnice, aj ked pozijeme priblizni van der Waer-
denovu identitu (6.38). Naviac, tieto dve rovnice buda mat po prislusnych
upravach rovnaky tvar ako (6.2) a (6.4), len je potrebné funkcie f(z) a g(z)
zamenit zodpovedajucimi zovSeobecnenymi funkciami pre Tubovolny spin
S, ktoré st dané vztahmi

Fs(z) = Zﬁifs k‘eXp(ﬁDk;?) sinh [ﬁl{:(x + h)}
s izis eXp(BDkZ) cosh [ﬁk(x 4 h)] )

(6.40)
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szf k? exp (BDkZ) cosh [ﬁk’(fb + h)}

Gs(z) = E=5
() ¥ g exp(BDk2) cosh [Bk(x + h)]

(6.41)

Poznamenajme este, ze v $pecidlnom pripade S = 1/2 je nutne v pred-
chédzajuicich rovniciach polozit D = 0, lebo prislusny energeticky ¢len v
hamiltoniéne je konstantny a nema ziaden zmysel ho brat do uvahy.

Pri formulécii zjednodusenej verzie tedrie efektivneho pola teda adoptu-
jeme vztahy (6.7) a (6.8), ktoré pomocou (6.38) prepiSeme v znamej forme

m = <]H1 [cosh (V) + %sinh((]nvm)} V()| . (642)
q= <ﬁ [cosh(Jan) + %sinh(Jan)} >Gs(x) L (6.43)

j=1

kde sme sa obmedzili na izotropny pripad a polozili sme J;; = J. Tu je nutné
zdoraznit, ze tieto vztahy su v dosledku aplikacie (6.38) priblizné, a preto
takto budovana teéria bude kvantitativne menej presna, ako predchédzajice
formulacie vychadzajtce z exaktnych relacii (6.5), (6.2), (6.4) a (3.9). Sa-
mozrejme, aj teraz musime korelacie medzi réznymi spinmi na pravej strane
zanedbat, ¢o nam v8ak umoznuje (6.42) a (6.43) prepisat nasledovne

m = [cosh(JnVI) + %sinh({]nvx)} ZFS (2) ‘;x:o (6.44)

(6.45)

=0

q= [cosh(JnVI) + %sinh(h]v$)r Gyg (x)

Ked7ze tieto rovnice maju takmer identicktt podobu ako vztah (3.14), mo-
zeme ich rovnakym matematickym postupom prepisat takto:

m = Z( ) A (B, n,n), (6.46)
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. (g) ™ B (8. h) (6.47)
=0 U
kde sa prislusné koeficienty dané vztahmi
1 z—k k Sy ke L R
AD(BI 1) = 5 2 ZO(—l)J< . ) (j)Fs (nBJ(z — 2i — 25 + h)],
o (6.48)
(2) I e v if(z—Fk\ [k . .
B @I = 53251 ( @ )(j)GS[nﬁJ(z—Qz—Qj i)
] (6.49)

Predchéadzajaca sustava rovnic je platna pre I'ubovolny spin a umoziuje
nam vypocet magnetizacie, parametra ¢ a samozrejme aj vypocet Curieho
a trikritickej teploty v rdameci zjednodusenej verzie jednouzlovej aproximécie
efektivneho pola. Skor, ako sa tymto vypo¢tom budeme venovat, je nutné
upozornit, ze aj ked st predchadzajuce vztahy zapisané formélne v rov-
nakom tvare ako magnetizacia pre dvojstavovy Isingov model (vid (3.14)),
prislu§né rovnice su teraz zlozitejsie, lebo jedna z hladanych veli¢in ¢ vstu-
puje aj do argumentov hyperbolickych funkcii. Z tohto dévodu uz vysledné
vztahy nie si striktne polynomické rovnice, takze ich numerickd analyza je
trochu zlozitejsia. Prislusné aplikicie v odbornej literature vsak jednoznacne
dokazuju, Ze aj napriek spominanej komplikécii je ovela prijemnejsie a vy-
hodnejsie pracovat s touto zjednodusenou aproximéciou hlavne pre systémy
so spinom S > 1. Okrem toho sa vyhody aproximativnej formulacie te-
orie efektivneho pola markantne prejavia pri Studiu zlozitejsich fyzikalnych
systémov, z ktorych sme niektoré explicitne vymenovali v ¢asti 6.1.2.
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6.2.1 Curieho teplota a trikriticky bod

V predchadzajicich ¢astiach sme spomenuli jednak vyhody, ale aj nevy-
hody pribliznej formulacie teorie efektivneho pola. V tejto ¢asti podrobnej-
sie ukdzeme, ako tato tedria funguje v pripade stanovenia krivky fazovych
prechodov druhého druhu a trikritického bodu pre Blumeho-Capelov model
s lTubovolnym spinom. Z podrobnych vypoctov, ktoré sme urobili per S = 1
vyplyva, Ze na urcenie kritickej teploty a trikritického bodu systémov s Tubo-
volnym spinom moZzeme aplikovat formélne rovnaké matematické postupy,
ktoré sme vyuzili pre model so spinom S = 1.

Ak polozime vo funkciach Fg a Gg h = 0 a zopakujeme prislusny postup
z Casti 6.1.1, potom pre vypocet kritickej a trikritickej teploty obdrzime
uplne rovnaké vztahy

a=1, b<O0. (6.50)

a=1, b=0, (6.51)

avsak teraz su relevantné koeficienty dané vztahmi

a= nisinh(Jn()VI) [Cosh(Jnovm)rng (ZE) o (6.52)
0 z=0
1 z! z—3 .
b= n—gm [COSh(JT]on)] Slnhg(Jﬁovx)FS (iL‘) :zg
_ %% [cosh(JnOVx)}Z_l sinh(JnOVx)Fg (x) -
0 z=0
T %WZ(Z; Y leosh (o V)] sinh? (o V) Fs(2)]
0 z=0
+ %BJ[cosh(Jnovx)]ZFg(x) o (6.53)
0 z=0
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kde 79 je nutné urc¢it zo vztahu

Q=1 = [cosh(JT}oV:c)]Z GS(x)

- (6.54)
z=0

Veli¢inu ¢; uréime tak, Ze vyraz ¢ = qo + ¢ym? dosadime do rovnice (6.45)
a obmedzime sa len na vyrazy do mocnin m?, ¢o nAm opét umozni vyjadrit

q1 v tvare
e
= 6.55
pricom koeficienty e a f st dané vztahmi
1 z! .o z-2
e = n—gm sinh (Jngvz) [cosh(JnOVx)] Gs (ZE) ‘ - (6.56)

(6.57)

=

x=0

f= nigﬁJ sinh(JnOVx) [cosh(Jnon)]ZﬂéS (:c) g
0

Poznamenejme ete, ze funkcie Fg a Gg sme definovali predpisom
FS = erg(ZL’), és = szs(l‘) (658)

Pri vypocte kritickej teploty a trikrického bodu sme v poslednych dvoch
pripadoch kvoli konzistentnosti zaviedli nové znacenie pre koeficienty, avsak
pozornému Citatelovi musi byt jasné, ze plati a = zA3(5J,1m0,0) a vztah
(6.54) je v stlade s rovnicou (6.47), ak sa obmedzime len na prvy ¢len a
polozime n =ny a h = 0.

Jednu z najvyznamnejsich aplikacii pribliznej van der Waerdenovej iden-
tity predstavuje praca Kaneyoshiho et. al. [18], v ktorej bol spominany vztah
aplikovany na vypocet fazovych diagramov, magnetizécii, vnitornej energie
a tepelnej kapacity transverzalneho Isingovho modelu s Iubovolnym spinom
na roznych krystalovych mriezkach. Dalsou vyznamnou aplikaciou je rozsi-
renie tejto metody na dvojuzlovy klaster, ktoré bolo urobené pre Blumeho-
Capelov model spinom 1 v préci [23]|. Tieto aplikacie jasne ilustruju velky
potenciél tejto metody.
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7  Fenomenologicka efektivno-polna teoria
renormalizacnej grupy

Pri budovani a analyze roznych verzii teorie efektivneho pola sme v predcha-
dzajucich c¢astiach jasne preukazali, Ze tento typ teodrie poskytuje vysledky,
ktoré spravidla vylepsuju klasicku teoriu stredného pola nielen kvantita-
tivne, ale aj kvalitativne. Toto vylepsSenie sa odvija od van der Waerdenovej
identity a metody diferencidlneho operatora, ktorych aplikdcia umoznuje
exaktnym, alebo pribliznym sposobom zapocitat isté vlastnosti spinovych
premennych (operatorov). Je vSak potrebné zdoéraznit, Ze s vynimkou isin-
govskej linearnej retiazky so spinom 1/2 st teorie efektivneho pola vo vset-
kych ostatnych pripadoch nepresné v opise spréavania sa magnetickych sys-
témov v kritickej oblasti. V tomto smere je asi najdolezitejsi fakt, Ze tento
typ tedrie efektivneho pola nie je v principe schopny predpovedat hodnoty
kritickych indexov odlisné od Landauovskej teoérie. Je velmi dobre zname,
7e korelatna dlzka v blizkosti kritickej teploty velmi prudko narasté, ¢o
znamena, ze korelacie zohravaju v kritickom regiéne podstatnu tlohu a ur-
¢uju priebehy jednotlivych fyzikdlnych veli¢in v systéme. Teoéria efektivneho
pola, ktorou sme sa zaoberali v tejto monografii je vSak zaloZena prave na
zanedbavani mnohych vyznamnych korelécii, ¢o vysvetluje jej zlyhavanie v
kritickej oblasti. Zaujimavym je tiez fakt, Ze ani podstatne vylepsené verzie
teorie efektivneho, ktoré dokdzu koreldcie medzi spinmi réznymi spésobmi
zapocitavat, nie st schopné poskytnut neklasické kritické indexy. Na druhej
strane je vSak potesitelné, ze nami diskutované verzie tejto tedrie umoziuja
formulaciu zaujimavej renormalizacnej schémy, kompatibilnej s Wilsonov-
skou renormaliza¢nou grupou.

NagSou hlavnou tlohou v tejto ¢asti prace preto bude ukazat, ako je
mozné takuto fenomenologicki schému explicitne matematicky sformulovat
a tiez preskumat, v akom vztahu je k podobnej renormalizacnej procedure
zalozenej na teorii stredného pola.

Kazdé fenomenologickd renormalizacia je ideovo zaloZzena na porovné-
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vani fyzikalnych vlastnosti dvoch klastrov roznej velkosti N a N', (N < N),
z ktorych kazdy istym spdsobom simuluje cely nekonecny systém. Najprv
si objasnime, ako sa tato schéma konstruuje pre klasicku tedriu stredného
pola. Prvym délezitym krokom je urc¢enie pribliznych stavovych rovnic jed-
notlivych klastrov, teda vypocet magnetizacii my a m, pripadajacich na
jeden uzol klastra. V ramci tedrie stredného pola to urobime tak, Ze vplyv
okolia na kazdy z klastrov zamenime malymi strednymi polami b a b . Tieto
polia narisaju symetriu a podsobia na hrani¢né uzly klastra. Centralnou
ideou samotnej renormalizac¢nej schémy je predpoklad, Ze normované mag-
netizacie, ako aj symetriu nartsajice polia sa skaluji rovnako, ¢o vedie
k podmienke

Omy(K,b)|  Omy (K, b) 7.1)
b | o’ o ‘

ktora je nezavisla na skalovacom faktore. Ttuto relaciu interpretujeme ako
rekurzivny vztah K = K'(K) medzi vizbovymi konstantami, ktoré v duchu
renormalizacnej filozofie v systéme definujeme pre jednotlivé klastre. Takéato
rekurzivna relacia ma tzv. fixovany bod K* = K'(K*), ktory ur¢uje kritickn
vazbovu konstantu K, = J/kgT,, resp. kriticku teplotu. Naviac, aj kriticky
index pre korela¢nu dizku &, ktory je definovany vztahom

o |[T-T.| ", (7.2)

je mozné vypocitat linearizéciou rekurzivnej relacie na okoli fixovaného bodu
K*, kedze plati

0K’
M = (—) : (7.3)
OK ) g

kde tzv. skalovaci faktor ¢ je definovany vztahom

()" s
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a d reprezentuje priestorovii dimenziu systému.

Vyssie opisana schéma moze byt evidentne kombinovana nielen s teoriou
stredného pola, ale aj s inymi teoretickymi pristupmi, preto teraz podrob-
nejsie ukdzeme, ako vyzera aplikacia tejto renormalizacnej schémy, ak ju
skombinujeme s teoriou efektivneho pola v jedno a dvojuzlovej aproximaécii.
Ak teda polozime N' = 1 a N = 2 a prislugné viizbové parametre oznacime

!

K;;, Kix a Kj, potom pre magnetizécie obdrzime dobre zndme vztahy
my = <tanh<z K%-Jj) >, (7.5)
J
2sinh(E; + E;
my = ( i) : (7.6)
cosh(EZ- + Ej) + e~ 2PKij cosh (E, — Ej)
kde
E; =Y Kyop, Ej=)Y Ko (7.7)
k ¢

Pri dalsich vypoc¢toch aplikujeme na pravé strany tychto rovnic identické
matematické postupy (diferencidlny operator a van der Waerdenovu iden-
titu) a dostaneme prirodzene rovnaké rovnice ako sme uz odvodili (vid (3.5)
a (4.5)) ®. Zasadny rozdiel oproti standardnej teorii efektivneho pola spo-
¢iva v tom, ze teraz pri zanedbavani korelacii medzi jednotlivymi spinmi z
okolia prislusného centralneho atému zavedieme symetriu narusajice polia
bab ako stredné hodnoty prislusnych spinovych premennych. Je jasné, ze
prislu$né magnetizacie potom budu ich explicitnou funkciou a velmi doélezi-
tym je tiez fakt, ze v kritickej oblasti st polia b a b velmi malé, takze nam
sta¢i na pravych stranach rovnic (7.5) a (7.6) uvazovat len linearne ¢leny

SFormalne sa tieto rovnice lisia od vztahov (7.5) a (7.6) oznagenim jednotlivych veli¢in.
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vzhladom na b a b'. Za tychto predpokladov pre izotropny krystal obdrzime
vztahy

my (K, b)) = A%, (K')b +O(b?) (7.8)

my(K,b) = A (K) + O(b?), (7.9)

pricom koeficienty A%, (K ") a A% (K) st definované takmer identicky ako
pri formulacii teorie efektivneho pola, t.j.,

z—1

A?V/(K/) = zsinh(K/Vx) [cosh(Kle)} tanh () o (7.10)
A%(K) = 27 sinh (KVI) [COSh (KVI)] o [Cosh(KVy)] i
X [cosh(KVgC + Kvy)] Zﬁf(:v, y)(z) .
+ 7 sinh(KVx + Kvy) [cosh (Kvw)] : [cosh(KVy)] :
X [cosh(KVy)}Z 71f(x, y)(z) R (7.11)

x
Yy

kde z je koordina¢né ¢islo mriezky, z ozna¢uje pocet roznych najblizsich
susedov centralneho atému i alebo j a z reprezentuje pocet najblizsich
spolo¢nych susednych atomov i—tého a j—tého uzla. Prislusné pocty najb-
lizgich susedov musia pre dvojatomovy klaster prirodzene spliiat rovnicu
Z + 7' +1 = z. Takéto rozliSenie najblizsich susednych atémov central-
neho kléstra je v pri tejto schéme mozné az pre N = 2 a len ak pracujeme s
teoriou efektivneho pola. Teda podobne ako dvojuzlova aproximaécia efektiv-
neho pola, aj efektivno-polna renormalizacia dokaze rozlisit mriezky s rov-
nakym koordina¢nym ¢islom, ale roznou topologickou Struktirou. V tomto
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ohlade je teda diskutované teoria nadradend remormalizacii zaloZenej na
teorii stredného pola, ktora tato vlastnost nema.

Ak teraz zoberieme do tvahy rovnicu (7.1), dostaneme rekurzivnu relaciu
pre viizbové konstanty K a K v tvare

A2 (K') = A%(K). (7.12)

Kritickd vazbova konstanta, ktora urcuje teplotu fazového prechodu potom
koinciduje s netrivialnym fixnym bodom, ktory dostaneme rieSenim (7.12)
pre K = K' = K'* = K,. Ak v ramci tejto schémy vypocitame kriticka tep-
lotu, potom moéZeme uréit aj kriticky index v, ak do vztahu (7.3) dosadime
vyraz

0A% (K)

o) ()
OK ) j_per (0A%, (K '
o

7 predchadzajucej diskusie je zrejmé, Ze fenomenologicku efektivno-polnu
renormalizacnt schému mozeme skonstruovat pre klastre prakticky I'ubovol -
nej velkosti, pricom sa d& prirodzene predpokladat, Ze presnost vysledkov
sa bude zlepsSovat s narastom velkosti klastrov, ktoré zoberieme do uvahy.
Tuto prognoézu jednoznacne potvrdzuju doteraz publikované prace, v kto-
rych autori explicitne vypracovali tito teoriu az pre Stvoruzlové klastre [14].

(7.13)

Kvoli ilustracii presnosti diskutovanej metody uvadzame v Tabulke 3 po-
rovnanie kritickych teplot a kritickych koeficientov v ziskanych z efektivno-
polnej renormalizacie a vysledkov ziskanych inymi pristupmi pre rozne krys-
talové mriezky [14].

72



8. Zaver

Tabul'ka 3: Porovnanie kritickijch teplot a kritickyjch indexov v ziskanijch z re-
normalizdcie zaloZenej na tedrii efektivneho pola a teorii stredného pola (idaje v
zdtvorkdch).

Stvorcova mriezka jednoduché kubicka mriezka
N/N’ kpT./J v kgT./J v
2/1 |2.794 (2.882) 1.393 (1.667) | 4.852 (4.926) 1.369 (1.538)
4/1 | 2.697 (2.770) 1.166 (1.419) | 4.829 (4.902) 1.238 (1.389)
4/2 | 2.640 (2.703) 1.006 (1.282) | 4.806 (4.878) 1.139 (1.266)
Exact 2.269 1.000) 4.511 0.629

8 Zaver

V tejto monografii sme sa snazili dostatocne elementarnym spoésobom pri-
blizit c¢itatelovi niekolko roznych verzii teorie efektivneho pola zaloZenej
na metode diferencialneho operéatora. Nasim cielom bolo postupne vysvetlit
jednak samotny matematicky aparat, ale aj rozne typy aproximacii, ktoré
boli doteraz aplikované na obrovsky pocet réznych magnetickych systémov.
Kvoli konkrétnosti je mozné uviest, ze pocet vedeckych préc, v ktorych bola
tato metoda pouzitda uz ddvno presiahol ¢islo 500 a aj v stcasnosti sa tato
metoda stale aktivne vyuziva. Vzhladom na tento obrovsky pocet préac, sme
sa v tejto monografii obmedzili len na systémy s pravidelnou krystalovou
Strukturou, na ktorych bolo mozné ilustrovat vSetky kltuc¢ové metodické po-
stupy tedrie efektivneho pola.

V préci sa najprv venujeme podrobnému odvodeniu tzv. Callenovej iden-
tity, ktora je klucovym vztahom pri budovani v8etkych teorii efektivneho
pola vyuzivajicich metodu diferencidlneho operatora. V dalsej ¢asti mono-
grafie podrobnejSie diskutujeme tzv. jednouzlova aproximéciu efektivneho
pola pre Isingov model so spinom 1/2; ktortt potom postupne zovseobec-
nujeme na zlozitejsie systémy (napr. Blumeho-Capelov model so spinom 1,
Isingov model v transverzalnom poli, Isingov model s lubovolnym spinom
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a dvojuzlovi aproximaciu efektivneho pola). Okrem toho je v monografii
podrobne diskutované exaktné rieSenie jednorozmerného Isingovho modelu
v ramci tedrie efektivneho pola, ktoré je origindlnou alternativou k Stan-
dardnej matici prechodu. V zavere préce sa strucne venujeme diskusii feno-
menologickej efektivno-polovej renormalizécie, umoznujtcej korektny popis
magnetickych systémov v kritickej oblasti.

V praci sa spravidla nevenujeme detailnej diskusii obdrzanych fyzikal-
nych vysledkov, kedZe tieto su ¢itatelovi pristupné v pdévodnych citovanych
pracach.

Aj ked monografia v podstate sumarizuje uz zname vysledky, nas pristup
je originalny a umoznuje zjednotit vztahy pre jednotlivé mriezky a prezen-
tovat ich v kompaktnej podobe, ktora je koneéna a vhodna na numerické
vysledky.

Okrem toho praca obsahuje v ¢asti 3.4 originalny postup pre vysSetro-
vanie stability jednotlivych faz v roznych systémoch. Nami navrhnuta me-
toda sa opiera o vySetrovanie rozdielu volnych energii prislusnych faz, ¢o
nam umoznuje jednoznac¢ne urcit, ktora faza je v prislusnej oblasti fazového
priestoru stabilné a ktora nestabilna. Z nasho pohladu ide o najvyznam-
nejsi povodny prispevok prezentovany v tejto monografii, ktory definitivne
odstranuje najzavaznejsi nedostatok teorie efektivneho pola, ktorym je ne-
moznost vypoctu volnej energie systému. Naviac, ako sme poukézali v pri-
slusnej diskusii, je nami navrhnuty postup aplikovatelny na vySetrovanie
fazovej stability v podstate pre I'ubovolné teoretické pristupy, v ktorych
vieme vypocitat vnitorni energiu alebo entalpiu systému.

Na zaver mozno konsStatovat, Ze teorie efektivneho pola zaloZené na me-
tode diferencialneho operatora stale predstavuja vyborny teoreticky néstroj
na Studium magnetickych vlastnosti najroznejsich modelovych ale aj real-
nych magnetickych systémov. Tento teoreticky pristup je stéle aktivne roz-
vijany jednak samotnym zakladatelom, prof. Kaneyoshim, ale aj dalsimi
vedeckymi skupinami na réznych svetovych pracoviskach.
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