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Uvod

»Nejestvuje nic, ¢o by neprekonala usilovnd prdca a vytrvalé usilie.
Seneca

Pojem integralu je jednym z najvyznamnejsich pojmov v matematike vobec. V naj-
primitivnejsej podobe ho pouzivali uz stari Gréci pri tvorbe euklidovskej geometrie.
No az po Descartovom diele o analytickej geometrii z roku 1637 mohli matematici
zacat povazovat integral za predmet analyzy. Descartova praca pripravila podmienky
pre objav infinitezimalneho poctu Leibnizom a Newtonom okolo roku 1665. V tom
¢ase vznikol velky spor o prvenstvo tohto objavu, ¢o rozdelilo u¢encov Nemecka a
Anglicka do dvoch bojujtcich taborov, z ktorych kazdy fandil svojmu favoritovi. Dnes
vieme, ze Newtonova praca o fluxiach a fluentoch bola o nieco skorsia, ale Leibnizovo
oznacenie a pristup sa v matematickom svete ujali viac a symboly [ a d sa pouZivaji
dodnes. Struc¢ny prierez histériou integralu bude uvedeny v Kapitole 1.

Dnes existuje celd hromada skript, ucebnic, ¢i knih venovanych vykladu pojmu in-
tegral. Preto pred prva otazku, ¢i napisat dalsi text o tejto problematike, je postaveny
kazdy potencidlny autor. Nas ku kladnej odpovedi na tito otazku doviedla poziadavka
Studentov najst v urcitej ucelenej podobe prednasant problematiku ¢asti zimného se-
mestra druhého ro¢nika. Druhou motivaciou je trochu odlisny pristup k problematike.
Ak si totiz uvedomime, ktoré metédy sa zvycajne pouzivaju pri rieseni tloh a zis-
kavani rutiny z urcitého integralu, ide hlavne o Newtonovu-Leibnizovu formulu a
Castokrat na vypocet ur¢itého (Riemannovho) integralu pomocou definicie nezostéva
vela ¢asu. Preto sme zaradili pojednanie o Newtonovom integrali v Kapitole 2, ktory
reflektuje tito skuto¢nost a mé priamy savis s neuréitym integralom, ktorého réznym
metédam vypoctu sa venuje relativne vela pozornosti v predchddzajiicom semestri.
A7 za tym v Kapitole 3 vybudujeme teériu Riemannovho integralu, uvedieme kri-
térid jeho existencie, triedy integrovatelnych funkcii, zdkladné vlastnosti a nakoniec
vztah s Newtonovym integrdlom. Otézky prevazne geometrickych aplikacii rieSime
v Kapitole 4 a v poslednej kapitole sa venujeme rozsireniu Riemannovho integralu
pre neohranicené funkcie a neohranicené intervaly.

Ako sme uz uviedli, ciefom tohto udebného textu je poslazit Studentom pri $ti-
diu matematickej analyzy, hlavne pri jej studiu v ucitelskych kombinacidch, ¢o vSak
nevylucuje jeho pouzitie aj v inych studijnych odboroch. To ovplyvnilo aj sposob
vykladu, kde popri exaktnych metédach castokrat upozornujeme aj na historické as-
pekty a suvislosti preberaného uciva. Verime, ze motivacia k niektorym zavedenym
pojmom a mnozstvo prikladov poslizi studentom k lepsiemu pochopeniu a uvedo-
meniu si niektorych savislosti, ktoré miestami len naznacime, pretoze tento text ani
zdaleka nevycerpava obsah problematiky.
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Kapitola 1
O vyvoji pojmu integral

Starovek — predpoklady vzniku

Obsahy niektorych rovinnych atvarov sa ucia deti pocitat uz v zékladnej skole.
Malym problémom je, ze kazdy takyto utvar méa svoj vlastny vzorec. V Kapitole 4
sa okrem iného budeme zaoberaf aj spresnenim pojmu obsah pre ohranicené rovinné
utvary. Dovtedy budeme pojem obsah rovinného utvaru chapat len intuitivne.

Prave potreba urcenia velkosti ploch a objemov rdznych utvarov bola jednou
z hybnych sil vzniku a vyvoja matematiky. Historia matematickych technik, ktoré
stvisia s tymito otdzkami, je velmi stard. Napriklad HERODOTOS (najstarsi grécky
dejepisec) v 5. storo¢i pred nasim letopoctom popisoval situédciu, ako bola polnohos-
podarska poda pozdlz Nilu v starom Egypte zdatiovana podla plosnej velkosti a ako
boli kazdy rok povodnami odplavované Casti pozemkov. Majitel pody tak pochopi-
telne Zziadal zniZenie dani a tlohou vyberatelov dani bolo zistit, kolko pody odpla-
vila voda, pripadne kolko jej zostalo. To si vyzadovalo isté zememeradské poznatky,
pretoze skrotif velkil vodu nebolo mozné a z polnohospodarskej pddy odhryzala ne-
pravidelné, rozne zakrivené utvary. V starom Grécku sa techniky vymeriavania stale
zdokonalovali. Princip ur¢ovania obsahu utvarov so zakrivenymi hranicami sa pripi-
suje EUDOXOVI!, ktory bol Ziakom Platénovej Akadémie v Aténach. Eudoxov princip
sa niekedy nazyva i exhaustivny (t.j. princip postupného vycerpavania).

7Z intuitivnych dévodov bolo Eudoxovi jasné, ze plosny obsah tutvarov v rovine je
monoténny v tom zmysle, ze ak ttvar A je ¢asfou ttvaru B, potom plo$ny obsah
utvar C' je zjednotenim dvoch neprekryvajucich sa utvarov A a B, tak plosny obsah
utvaru C' je suc¢tom plosnych obsahov ttvaru A a utvaru B.

Pre dany rovinny utvar A s krivo¢iarou hranicou sa potom Eudoxos snazil urcit
jeho plosny obsah tak, Zze utvar A postupne ,vycerpaval“ mnohouholnikmi (poly-
génmi) My, Mo, ..., ktoré doi postupne vpisoval tak, ze z pdvodného ttvaru A zo-
stavalo stale menej nevycerpanej ¢asti. Plosny obsah polygénu dokazali Gréci urcit.
Urcenie obsahu utvaru A tak vlastne spocivalo v urceni limity postupnosti plosnych
obsahov polygénov M,, pre n — oc.

K tomu, aby sme tieto ivahy Grékov mohli korektne popisat, by bolo treba presne
povedat, ¢o rozumieme pod rovinnym utvarom. Kym to neurobime matematicky

'Eupoxos z KNIDU (asi 408-355 pred nasim letopoctom)
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Obr. 1.1: Vypocet obsahu kruhu pomocou vpisanych s,-uholnikov (n =1 a 2)

presne v Kapitole 4, uspokojime sa s tym, Ze rovinny ttvar je ¢osi, ¢o by (pri eventu-
alnom zvicseni) mohol egyptsky polnohospodar povazovat za obrobitelné pole. Cely
popis mé okrem inych este jeden hacik: pojem limity bol pre Grékov neznamy. Islo
o akciu, ktord mala zretelne nieco spolo¢né s nekonecnom a takému nie¢omu sa v sta-
rom Grécku snazili vyhnut zo vSetkych sil (mohli by sme to nazvat ,horor z neko-
ne¢na*). Podstatou ich postupu bolo vlastne to, Zze plosny obsah ,rozdielu® atvaru A
a vpisaného polygénu M, sa da urobit lubovolne malym, ked sa zvoli dostatocne velké
n, t.j. ked sa do A vpiSe dostatocéne bohaty polygén. Tymto spdsobom Gréci obisli
,Styk s nekonecnom“ a sformulovali vlastne podstatu aproximécie velkosti plosného
obsahu ttvaru A. Prislusny postup presne popisal EUKLIDES?.

Demonstrujme si tito mySlienku exhaustacie na jednoduchom pripade kruhu, vid
Obr. 1.1 a Obr. 1.2. S nagimi stcasnymi vedomostami vieme elegantne skonstruovat
postupnost s, = 3 x 2", n = 1,2,..., vpisanych polygénov (s, udava pocet stran
n-tého vpisaného polygénu), ktorych obsah je

1 .27

ap = =Spsin—, n=12,....
2 Sn

Kedze (a,){° je rastica a zhora ohrani¢end postupnost (dokazte!), podla vety o kon-

vergencii monotonnej ohranicenej postupnosti pre kruh s polomerom 1 dostavame

7 = lim a,. Podobne moéZeme postupovat opisovanim polygénov (vid Obr. 1.2), ¢im
n—oo

dostavame klesajicu postupnost ich obsahov

b, = sntgl, n=12 ...,
Sn
ktora je ohranicend zdola (dokézte!), a teda opidtf konvergentna.

Metédu exhausticie podstatne rozvinul a aplikoval ARCHIMEDES?, ktory ju (ok-
rem inych) pouzil na urcenie hodnoty ¢isla 7. V tej dobe boli uz poznatky o krivkach
na vysokej turovni. Pomocou Eudoxovej metédy urcil Archimedes napriklad plo$ny
obsah rovinného ttvaru ohranic¢eného parabolou a priamkou. Geometria bola vtedy

2EUKLIDES (asi 365-300 pred nasim letopo¢tom)
3 ARCHIMEDES ZO SYRAKUZ (287-212 pred nasim letopo¢tom)
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Obr. 1.2: Vypocet obsahu kruhu pomocou opisanych s,-uholnikov (n =1 a 2)

vsetkym — i ¢iselné vyjadrenie obsahu rovinného utvaru bolo chapané geometricky.
Na Archimedovom nahrobku bola vytesana gula, ktorej bol opisany valec, ktorého
vyska sa rovnala priemeru gule. Bolo to symbolické vyjadrenie Archimedovho po-
znatku o vzajomnom pomere objemu gule a valca a o vzajomnom pomere obsahu po-
vrchu tychto dvoch telies. Traduje sa, ze Archimedov nahrobok bol objaveny v case,
ked bol rimsky re¢nik Cicero kvestorom na Sicilii. Cicero nechal nahrobok s tymito
geometrickymi symbolmi obnovit, ¢o bol snad najvicsi prispevok Rimanov k mate-
matike, o ktort inak neprejavovali zaujem (vSak sa im to aj vymstilo — kiezby to bolo
poucenim pre dnesnych duchaplnych postmodernistov!). Rim preduréil v matematike
dlhodobé temno, do ktorého trochu svetla vniesla az renesancia a nastupujici novo-
vek v 16. storoci. V tej dobe sa objavili techniky infinitezimalneho po¢tu (KEPLER? a
CAVALIERT®), ktoré mali svoj zéklad v $ttdiu prace starych Grékov a postupne vné-
sali svetlo do matematickych tivah stvisiacich s ur¢ovanim velkosti roznych ttvarov.
Infinitezimalne techniky tej doby st prvymi krokmi v smere vystavby dnesnej tedrie
a technik integrovania.

17. a 18. storodie

17. storocie bolo obdobim, kedy na uchovanych troskidch a odhalovani chytrosti
starych Grékov definitivne zacala rast novd matematika. Svetu ju dali dve vyrazné
postavy dejin vedy: NEWTON® a LEIBNIZ’. Bolo to storocie, v ktorom matematiku
formovali taki Tudia ako GALILEO®, DESCARTES?, PASCAL!?, ¢i KEPLER. Newton roz-
poznal, Ze problém urcéenia velkosti plochy (integrovania) suvisi s problémom urcenia
dotycnice ku krivke, alebo povedané dnesnymi slovami, ze integrovanie je opacna
operacia k derivovaniu (Castokrat aj nie celkom spréavne oznacovanid ako inverzna
operécia). Leibniz sa prestal bat nekone¢na, bez predsudkov sé¢ital nekonecéne vela ne-

4JonANNES KEPLER (1571-1630)

SBONAVENTURA FRANCESCO CAVALIERI (1598-1647), , ¢itaj ,,Kavalieri“
6Isaac NEWTON (1643-1727), ¢itaj ,Njatn“

"GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646-1716), ¢itaj ,Lajbnyc®
8GALILEO GALILEI (1564-1642)

YRENE DESCARTES (1596-1650), &itaj ,,Dekart “

OBLAISE PASCAL (1623-1662), ¢itaj ,,Paskal“
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konec¢ne malych veli¢in a vytvoril matematickii symboliku, ktort pouzivame dodnes.
Spoloc¢ne tak Newton a Leibniz vytvorili aparat modernej matematickej analyzy. Ten
bol vo svojej zarodocnej podobe dlho zadkladom matematického uvazovania a burlivo
sa rozvijal v 18. storoci. Leibniz s Newtonom prepojili navzajom integrovanie a de-
rivovanie. Oproti historickému vyvoju sa prvotnymi stali diferencidlne metédy, moze
za to hlavne zdujem o fyziku a objav toho, Ze doty¢nica (derivécia) suvisi s okamzitou
rychlostou. Integral funkcie f : (a,b) — R sa pocital na zdklade fundamentalneho
vztahu matematickej analyzy (tiez oznac¢ovany ako Newtonova-Leibnizova formula)

/ f(z)dz = F(b) — F(a),

kde F': (a,b) — R je primitivna funkcia k f na (a,b).

Vytvarané matematické metédy boli priamo zviazané s potrebami fyziky, po-
stupne sa objavoval pojem funkcie, vyvijal sa nazor na to, ¢o vlastne funkcia je a
vladlo vSeobecné presvedcenie, ze skor ¢i neskor bude doriesené vsetko, ¢o s mate-
matickou analyzou suvisi. Prejavovalo sa to konkrétne napriklad v presvedceni, ze
kazdu funkciu je mozné derivovat a tiez integrovat pouzitim Newtonovej-Leibnizove;j
formuly. Ak sa ndm dnes takéto presvedéenie zda byt prehnané, je to asi tym, Ze
mame int predstavu o tom, ¢o je funkcia. Newtonovo presvedc¢enie malo zdravy za-
klad v tom, Ze jeho funkcie boli v podstate polynémy.

18. storodie sa nieslo v znameni velkej ofenzivy matematickej analyzy do oblasti,
ktoré by sme dnes oznadili ako aplikdcie matematiky. Vtedy ale nebolo mozné odlisit
matematika od fyzika. Predstavitelom takejto ,integralnej“ vedy je EULER!. Repre-
zentuje obdobie konsolidacie a pouzitia velkych objavov Newtona a Leibniza zo 17.
storoc¢ia. Eulerov st¢asnik D’ ALEMBERT'? bol zastancom hesla ,,postupujme vpred,
presvedcenie sa dostavi neskér“. S plyntcim ¢asom vSak pouzivanie matematickych
metod vo fyzike stale viac narusovalo idealne predstavy o matematickych objektoch,
ktoré je dolezité studovat. Z hladiska nasho zdujmu sa to tykalo hlavne toho, ¢o je
vlastne funkcia. Predstava, ktora sa medzitym vzila (totiz Ze funkcia musi byt dana
tym istym analytickym vyrazom vsade tam, kde sa vySetruje) bola z hladiska pouzi-
tia vo fyzike nerealistickd. V poslednom desafroé¢i vedecky mimoriadne plodného 18.
storo¢ia FOURIER'® narusil vzité predstavy o tom, Ze funkcie musia byt spojité. V his-
torickych pojednaniach sa dost Spekuluje o tom, ako jednotlivi matematici na prelome
18. a 19. storocia chéapali pojem funkcie. Niektoré Fourierove vyjadrenia k tejto téme
(napr. v jeho diele , Théorie analytique de la chaleur”) mozu byt dnesnému mate-
matikovi z istého hladiska blizke, pretoze si ich mozeme vylozif ako urcenie funkcie
pomocou predpisu, ktorym je bodu x v definicnom obore priradena jedina funkéna
hodnota f(x). Aj ked je pojem funkcie takto zavedeny dost vSeobecne, zd4 sa hlavne
podla toho, ako sa s funkciami narabalo, Ze funkcie pouzivané v tej dobe boli prinaj-
horsom po castiach hladké s nanajvys konec¢nym poctom bodov nespojitosti v kazdom
kone¢nom intervale. Pojem spojitosti bol rovnako skor intuitivny — stvisel (povedané
v dnesnej terminoldgii) s predstavou stvislosti grafu funkcie.

HUTLEONHARD EULER (1707-1783), &itaj ,,Ojler®
12JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717-1783), éitaj ,, Dalambért“
13JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768-1830), ¢itaj ,Furier“
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19. a 20. storodcie

Do 19. storocia vstupila matematickd analyza dost neisto pokial ide o predstavu
o objektoch, ktoré skiimala. Bola zjavna potreba presnejsie vymedzit pojmy, s ktorymi
sa pracuje. Napriklad presna formulacia pojmu spojitosti funkcie pochadza od BOL-
ZANA'". Upresiiované boli aj dalsie pojmy: CAUCHY!® zopakoval Bolzanovu definiciu
spojitosti funkcie v roku 1821, ale nie je celkom isté, ¢i vzhladom k Bolzanovej izolécii
v Prahe jeho pracu poznal. Cauchy sa venoval aj upresneniu pojmu integral. V 18. sto-
ro¢i bol integral jednoducho povazovany za opacni operaciu k derivovaniu a funkcie
sa integrovali pomocou Newtonovej-Leibnizovej formuly. Na Eudoxovu exhaustivnu
metédu sa akoby zabudlo, bola vSak obcas pouzitd pri aproximécii velkosti plochy
pod krivkou v kartezidnskom systéme v rovine, ked k danej funkcii nebolo vhodné
alebo mozné urcit primitivnu funkciu. V roku 1823 Cauchy sformuloval nova defini-
ciu integralu a zaoberal sa jeho existenciou pre pomerne Siroku triedu funkcii. Tento
jeho pristup (integral ako limita integralnych stc¢tov prislichajicich funkcii, deleniu
intervalu a vyberu reprezentantov) bude vysvetleny v Oddieli 3.2.

Cauchyho definicia integralu mala pochopitelne dobové chyby. Je potrebné pove-
dat, Ze v tej dobe nebolo ni¢ zndme o tplnosti redlnych ¢isel, a tak vlastne bolo i
nekorektné posudzovat, ¢i pri limitnom prechode cez zjemiiujtce sa delenia integralne
sucty skutoc¢ne k nejakému redlnemu cislu konverguju. Na zaciatku 19. storocia totiz
esSte nebola zreld doba na to, aby boli redlne ¢isla chapané v dnesnom zmysle (ich apl-
nost bola pokladané z geometrickych dovodov za samozrejmost). Az v roku 1872 boli
publikované prvé prace, ktoré sa tykali konstrukcie redlnych c¢isel. Cauchymu vsak
nemozno odopriet nemaly prispevok k zapocatému procesu aritmetizécie analyzy.

Dalsi velky prinos k vybudovaniu pojmu integral patri RIEMANNOVI!S, aviak
taktieZ sa nebudeme o nom podrobnejsie zmieriovat na tomto mieste, nakolko je jeho
tedrii integralu venovana znacnd cast nasledujiceho textu.

Na zaver este spomenme, ze Riemannov integral bol v 20. storo¢i réznymi spd-
sobmi zovSeobecneny a modifikovany. Snad najdolezitejsie zovSeobecnenie vybudoval
v roku 1902 LEBESGUE!". Lebesgueov integral a Lebesgueova miera, ktorti definoval
v roku 1904, urobili mnohé problémy integralneho poctu priezracnejsimi. Ich podrob-
nejsi popis vsak presahuje moznosti tohto textu. Iba spomenme, ze pomocou Lebes-
gueovej miery je mozné elegantne popisat celi triedu Riemannovsky integrovatelnych
funkcii, vid Pozndmku 3.51. Na zéver dodajme, Ze ani Lebesgueovym integrdlom sa
pribeh integralu nekonci, pozri koniec Kapitoly 3.

Zaujemcov o hlbsie stidium prierezu histériou integralu odkazujeme na knihu [11].
Viac sa o histérii analyzy ako celku mozno dozvediet napr. z knihy [5].

1YBERNARD BOLZANO (1781-1848)

15 AucusTIiN Luis CaucHY (1795-1857), ¢itaj ,, Ko6si“

16GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866), ¢itaj , Riman®
I"HENRI LEON LEBESGUE (1875-1941), &itaj ,,Lebég®



Kapitola 2

Newtonov integral

Pri objastiovani pojmu primitivna funkcia, vid napriklad [7], sme venovali mnozstvo
pozornosti najdeniu primitivnej funkcie k zadanej funkcii, avsak menej nas zaujimala
otazka kedy a k akym funkciam vieme primitivnu funkciu najst. Aj tejto otazke sa bu-
deme venovat na nasledujucich stranich. Zrejme nasa snaha vediet najst primitivnu
funkciu by mala mat uréity zmysel a vyuzitie. Tieto sa ukazu v suvislosti s tzv. urci-
tym integralom, k vybudovaniu ktorého budeme sledovat dve cesty: prva z nich bude
kopirovat myslienky ISAACA NEWTONA pri vytvarani infinitezimalneho poctu, kde
vidiet zrejmy stvis medzi diferencidlom (derivaciou) a integrdlom. Druhou cestou bu-
dovania integralu bude ta historicky starsia, kde ukédzeme, ze ide o vSeobecnti metdodu,
ktora pokryva staro¢né snahy réznych matematikov o urcenie obsahu, objemu, po-
vrchu a dalsich kvantitativnych ukazovatelov geometrickych Gtvarov (ale nielen ich).
UkézZeme tiez, Ze obe cesty sa stretaju a poskytuju velmi silny néstroj pre popisovanie
javov okolo nas.

Nech teda f je nezdporna spojita funkcia na intervale (a,b). Pre kazdé t € (a, b)
ozna¢me P(t) obsah utvaru {[z,y]; a <2 <t, 0 <y < f(x)}. Pre malé h > 0 mame,
ze P(t+h)— P(t) je obsah utvaru {[x,y]; t <x <t+h, 0 <y < f(z)} (mdZeme pisat
t < z namiesto t < x, pretoZe obsah tsecky je nulovy). Zo spojitosti funkcie f sa
hodnoty f(z) a f(t) pre t < x < t+h maélo lisia, presnejsie ku kazdému e > 0 existuje
d > 0 také, ze pre vetky t < x <t+0 je |f(x)— f(t)| < e. Preto pre 0 < h < ¢ plati

h(f(t) —e) < P(t+h) — P(t) < h(f(t) +¢),
z ¢oho po uprave mame
P(t+h)— P(t)
h
7 uvedeného vyplyva, ze pre a <t < b plati
lim P(t+ h) — P(t)
h—0+ h

-] <e

= f(®).

Analogicky sa odvodi limita zlava pre a < t < b. Vo vnatornych bodoch intervalu
(a,b) teda plati P'(t) = f(t), t.j. P je primitivna funkcia k f. Zrejme P je ta funkcia
z neurcitého integralu [ f(t) dt, pre ktora plati P(a) = 0. Takto sme vcelku jedno-
ducho objavili metédu na urcéenie obsahu P(t). Vzhladom na uvedenu ilustrativnu
uvahu zavedieme nasledujtci pojem.
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Definicia 2.1. Nech I C R je Tubovolny interval, (a,b) C I a F' je primitivna funkcia
k funkcii f na intervale I. Cislo F(b) — F(a) nazfvame Newtonov urcity integral
(skratene .4 -integral)! funkcie f na intervale (a,b) a oznacujeme ho (4") fab f(z)dx.
Ak existuje .4 -integral funkcie f na (a,b), hovorime, Ze funkcia f je Newtonovsky
integrovatelna (skratene ./ -integrovatelnd) na intervale (a, b). Mnozinu vSetkych .4 -
integrovatelnych funkcii na intervale (a,b) ozna¢ujeme symbolom A4 (a, b).

Poznamka 2.2. Rozdiel F(b) — F(a) sa zvykne ¢asto zapisovat skratene v tvare
[F(2)]5, teda

() [ 1@)ds = [F@), = F) - Fla)

V stvislosti s existenciou primitivnej funkcie na intervale Tubovolného typu pozname-
najme, ze .4/ -integral je mozné zaviest aj na inom type intervalu ako je uzavrety. Ak
funkcia F je primitivnou funkciou k f na (a, b) a nie je definovana v krajnych bodoch,
potom ju treba dodefinovat limitou (nie je fazké ukazat, ze spojita funkcia na (a,b)
mé v krajnych bodoch vlastné jednostranné limity prave vtedy, ked je rovnomerne
spojita na (a, b)) a .4 -integral z funkcie f na (a,b), kde —oco < a < b < 400, mozeme
zaviest ako

b
(JV)/ f(z)dx = lim F(x)— lim F(z),

T—b— z—at

ak rozdiel na pravej strane ma zmysel.

Prirodzene vyvstava otazka korektnosti definicie .4 -integralu, pretoze vieme, Ze
ak F' je primitivnou funkciou k funkecii f na intervale I, potom aj G(x) = F(x) + ¢,
¢ € R, je primitivnou funkciou k funkcii f na intervale I. Nagtastie,

M@/f@Nwzﬂ@—ﬂ@z@@Hw%%ﬂ@+@ZG@—GML

Cize AN -integrdl nezdvisi na vybere primitivne;j funkcie.

Priklad 2.3. Vypocitajte .4 -integraly nasledujucich funkcii na zadanych interva-
loch:

1) f(z) = 23 +2x—3, kde (a,0) = (0, 3). Kedze F(z) = & 42 —3x je primitivnou
funkciou k f na R, potom

1

1
4 2
(J/)/OQ(x3+2x—3)dx: l%—l—ﬁ—&r]o :—g.

2¢sin & — 2¢ -, 0
2.) g(x) = O$ Sin gz = S eos g, T 0’ kde (a,b) = (0,7). S ndjdenim pri-
; T =
mitivnej funkcie to teraz nebude také jednoduché ako v predchadzajucom priklade.

Skuisme pre z # 0 derivovaf funkciu G(x) = 2”sin %, t.j. pre kazdé = € R\ {0} plati

Ltento integral je pomenovany prave na pocest Isaaca Newtona, ktory vztah medzi diferencidlnym
a integralnym poc¢tom postrehol medzi prvymi; samotny pojem ,integral“ pochadza od JACOBA
BERNOULLIHO (1654-1705), ¢itaj ,,Bernuli“
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G'(r) = 2wsin 75 — 2—” cos 77, ¢o znamend, Ze G je primitivnou funkciou k g na mno-
zine R\ {0}. Ostava nam vysetrit spravanie sa funkcie G v bode xy = 0. Zo spojitosti
mame G(0) = lin%) G(z) =0, a teda

G(r) —G(0) . a’sinf

G/(0) = limy =7 = T T = limrsin 5 =0,
résin %, x #0
preto hladand primitivna funkcia ma tvar G(z) = {O xQ 7£0 Potom
) T =

A) [y g(x)dz = G(7) — G(0) = n?sin +.
3.) h( ) = sgnz, kde (a,b) = (-1 1) Keby funkcia sgn mala primitivnu funkciu
H na intervale (—1,1), potom by H' nemohla mat bod nespojitosti prvého druhu,
¢o vsak funkcia sgn ma v bode zy = 0, a teda neexistuje primitivna funkcia, z ¢oho
vyplyva, ze nedokdzeme vypocitat (A) f_ll sgn(z) dz, resp. A -integréal neexistuje.

Ako sme uz uviedli, .4 -integral tizko stvisi s primitivnou funkciou, a teda s neur-
¢itym integralom. Pytame sa preto, ¢i nemozeme vyuzit metddy, ktoré sme nadobudli
pri Studiu neurcitych integralov na vypocet .4 -integralu. Kladni odpoved poskyt-
neme v nasledujucich tvrdeniach.

Veta 2.4 (zakladné vlastnosti ./ -integralu). Nech [ C R, a,b,c € I a f,g maji
primitivne funkcie na I. Potom

(i) (A) [ f(a)de =0, () [ fla)de = —(A) [ f(z) da;
(ii) ak o € R, tak (A) f:adx =a(b—a);

(i1i) ak aq, a0 € R, tak
wﬂ/WJUi%ﬂ) /f Mi%<>/a>m

(iv) (A) [} f(@)de = (A) [ f(z)da+ (A) [] f(a)da

Doékaz. Nech F' je primitivnou funkciou k funkcii f a G je primitivnou funkciou
k funkcii g na intervale I. Potom
N) [} fl@)de = F(a) = F(a) = 0 a () [} f()dz = F(b) — F(a) =
—(F(a) = F(b)) = —(A) [, f(x)dx
(ii) Kedze H(r) = «x je primitivnou funkciou k h(x) = « na R, potom
(JV)f adr =ab—aa = a(b —a).
(iii) Zrejme a1 F' £ asG je primitivna funkcia k a; f £+ apg na I, teda

(AN) / (a1 f(x) £ agg(z)) da = alF(b) + aG(b) F v F(a) F aeG(a)
= a1 (F(b) — F(a)) £ a2(G(b) — G(a))

_ /f )dz & as( N )/g(m)dx.
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N) [P f(@)de = F(b)—F(a) = F(b)~F(c)+F(c)—F(a) = () [ f(x) de+
N) fac f(x)dz. 0

Poznamka 2.5. Posledne dve uvedené tvrdenia mozno matematickou indukciou roz-
Sirit na Tubovolny koneény pocet (urobte to!), t.j.

(iii’) ak a; € R a f; maja primitivnu funkciu na 7,7 =1,2,...,n, n € N| tak

) /ab (ii%‘fi(x)> dz = iilaz‘ (A) /abfz‘(f) dz

(iv') ak aj € I, j =1,2,...,n a f méa primitivou funkciu na I, tak

) / f@)d i / )

a;

Veta 2.6. Nech [ C R, a,b € I, a < b a f,g maju primitivne funkcie na I. Ak
pre kazdé x € (a,b) plati f(z) > g(z), potom (A") fab flx)dx > (A) fabg(x) dx

Dokaz. Nech F' je primitivnou funkciou k funkcii f a G je primitivnou funkciou
k funkcii g na intervale I, t.j. pre kazdé = € I plati F'(z) = f(z) a G'(z) = g(x).
Potom pre kazdé z € I je (FF—G)'(x) = (f —g)(z) > 0, ¢o znamena, Ze funkcia F — G
je neklesajica na I, a preto () ff(f —g)(z)de = (F - G)(b) — (F —G)(a) >0
Podla Vety 2.4 (iii) mame vysledok. O

Dosledok 2.7. Nech I C R, a,b,c,d € I také, ze a < b < ¢ < d. Ak f ma primitivnu
funkciu na I a pre kazdé z € (a,d) je f(z) > 0, potom (A) [ f(z)dz > 0 a

N [E () da < ()[4 f(2) da

Dokaz. Prvé ¢ast plynie z Vety 2.6 pre g(x) = 0 na I. Druha cast je dosledkom
Vety 2.4 (iv), t.j.

o) [ rwar= o0 [ rwars o) @ on [

> () [ ) da
]

Poznédme uz niekolko zdkladnych vlastnosti .4 -integralu, ale ¢astokrat je dolezi-
tejsie vediet ho vypocitat. K ndjdeniu primitivnej funkcie sme vyuzivali dve metédy
redukcie neurcitého integralu na jednoduchsi. Z tzkeho stvisu medzi .4 -integralom
a neurcitym integralom velmi jednoducho dostdvame nasledujtice metddy.

Veta 2.8 (substitu¢na metéda pre .4 -integral). Nech o je diferencovatelnd na I
ap(x) € JCR pre kazdé x € 1. Ak f ma primitivnu funkciu na J a a,b € I, potom

b ©(b)
) / fe@)g@de = () [ fya
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Dokaz. Podla vety o substiticii pre neurcité integraly, za podmienok vety je F o ¢
primitivnou funkciou k foy- ¢’ na I, kde F' je primitivnou funkciou k funkcii f na J.
Potom teda

b »(b)
(JV)/ flo(@))¢(z) dw = F(e(b) — Fe(a)) = (A) ’ f(t) dt.
a p(a
]
Priklad 2.9. Vypocitajte (.4) fog 122 dzx. Polozme ¢(z) = 2% a f(t) = 1% Potom
5 5 t = 2 25
2 12 2 6-2 4 6
(JV)/ ’ dx:(ﬂ)/ Tdr=|2=0=t=0 :(J/)/ —— dt,
o 1+a? o 1+a? r =52 o 1+t
=2 =%

pretoze ¢ je diferencovatelnd na R (s ¢/(z) = 2z), teda aj na intervale (0,32) a p(z) €
R\{-1} pre z € (0, 2). Kedze f ma na R\ {—1} primitivnu funkciu F(t) = 61n |1+¢],
posledny .4 -integral je potom

25

N §) 25 29
——dt=6In(1+¢t)]|* =6In—.
w/o L dr =6 (1 + 1)) =6

Graficky vyznam substitu¢nej metédy je na obrazku, ktory ilustruje pouziti substi-

Ya Ya
Y 1l+2iz
2
1T
\
N\
\
N\
N
Y
rovnaky obsah
B |
dz
A . .
0 1 2 25 €T 0 1 4 6.25 €z

llf:Q a % Body x a z + Az sa pri tejto substitiicii zobrazuju

thciu t = x? a funkcie s
do bodov t = 2% a t + At = 22 + 2xAx + Ax?. Preto pre Az — 0 maju zvyraznené

,obdlZniky“ rovnaké obsahy, a teda oba .4 -integraly rovnaka hodnotu.

Veta 2.10 (metéda per partes pre 4 -integral). Nech u,v su diferencovatelné
na I C R a u'v mad primitivnu funkciu na I. Ak a,b € I, potom
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Dokaz. Za predpokladov vety podla per partes pre neurcité integraly méa funkcia
wv’ primitivnu funkciu ¢ = uv — ¢ na I, kde ¢ je primitivnou funkciou k funkcii u'v
na /. Potom

(JV)/ u(z)v'(z) de = (b)) — ¥(a) = u(b)v(b) — ¢(b) — u(a)v(a) + ¢(a)
— u(b)u(b) — ula)v(a) — (6(b) — ¢(a))
= [u(z)o(@)]’, — (A) / o (x)o() de.

0

Priklad 2.11. Vypocitajte (A) foﬁarccotgxdx. Polozme v'(z) = 1 a u(x) =

arccotg x. Potom v(x) = z a u/(x) —ﬁ, teda st splnené predpoklady Vety 2.10,
¢ize

2
xd:p

2 1+22

Posledny .4 -integréal vypo¢itame pomocou substittcie 1+2% = ¢ (vid Veta 2.8), teda

(J/)/ﬁ 20 —(W)/41dt—[l 1’
0 1+x2 T 1 t - 1

v . Vi
(A) / arccotg x dz = [z arccotg x]a/g + = (A) /
0 0

a celkovy vysledok je

V3
1
(JV)/ arccotg x dr = [z arccotgx](‘)/3 + 5 (Int]} = %\/5 +1n2.
0

"« Ulohy na precvicenie
<& Najdite vsetky « € R, pre ktoré existuje (A") fol f(z)dz, ak

f(x):{xa’ 770 ceR.

Y
c, z=0

<& Vypoditajte (A) f_22 max{1, z*} dz.
<& Zistite, ¢ funkcia g je .4 -integrovatelnd na intervale (—1,1), (—1,0) a (=2, —1),

1
i 0
ak g(z) = { I#I° x;é
9(@) {0, x=0

% Niekolko poznamok k Newtonovmu integralu

(i) Vyhodou .4 -integralu je jeho zrejmy suvis s diferencidlnym poctom, nakolko
pre funkcie, ku ktorym existuje primitivna funkcia, je tento integral definovany. Za-
tial sme ale nerie$ili otdzku, ktoré funkcie st .4 -integrovatelné, resp. akd ,velk4“
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je mnozina .4 -integrovatelnych funkeii (spomenuli sme len, Ze po vybudovani po-
trebného apariatu ukaZeme, ze kazda spojitd funkcia mé primitivnu funkciu, vid
Veta 3.76, a teda je .4 -integrovatelnd). Dalsou komplikiciou je fakt, ze tento teore-
ticky vysledok neumoziuje vypocitat napriklad .4 -integraly (.4") fol e %" dz alebo
(A) f; V1 + 23 dx, pretoze hladané primitivne funkcie sice existuji, ale nie st ele-
mentarne.

(ii) Komplikovanejsou otazkou je otazka existencie primitivnej funkcie k nespojitej
funkcii. V tomto pripade odpoved jednoznac¢na nie je, pretoze ako sme uviedli, funkcia
sgn nem4 primitivnu funkciu na lubovolnom intervale (a, b) obsahujicom bod zy = 0,
ale funkcia ¢ v Priklade 2.3 primitivnu funkciu mala. Teda vlastnost mat primitivnu
funkciu je ¢astokrat obmedzujica pri vypocte ,plochy pod grafom funkcie“. V litera-
ture, vid napr. [3], sa mdzeme stretnit s moznym zoslabenim tejto podmienky napr.
uvazovanim zovseobecnenej primitivnej funkcie k funkcii f na I, t.j. ak pre kazdé
x € I\ M plati F'(x) = f(x), kde M C I je kone¢nd mnozina a F je spojité funkcia
na I. V takomto pripade funkcia f(z) = sgnz ma zovSeobecneni primitivnu funkciu
F(z) = |z| na lubovolnom intervale I C R a .4 -integral by sme definovali analo-
gicky. Pre vypoctova stranku vSak nema toto relativne jednoduché zovSeobecnenie
velky zmysel. Poznamenajme, Ze je mozné pracovat aj so spocitatelnou vynimoc¢nou
mnozinou M. D4 sa zostrojit dokonca rastica funkcia, ktord nemad zovSeobecnent
primitivnu funkciu (robi sa to pomocou nekoneénych radov). Samozrejme, kazda spo-
jité funkcia ma zovSeobecnent primitivnu funkciu (opit sa odkazujeme na Vetu 3.76
o existencii primitivnej funkcie k spojitej funkcii).

(iii) Dalsim vyraznym stivisom medzi diferencidlnym pocétom a .4 -integralom je
fakt, ktory sme pouzili bez zdévodnovania a hlbsieho komentéara, a teda oznacenie
(AN) fab f(z) dz (samotny symbol ff f(z) dx pochadza az z roku 1822 od FOURIERA).
Symbol dz sme uz pouzili v diferencidlnom pocte na oznacenie diferencialu a pochadza
od LEIBNIZA. Ako tuto skuto¢nost interpretovat? Ilustrujme si to na nasledujice;j
jednoduchej avahe.

Leibniz pravdepodobne ako prvy pouzil
symbol [, ktory prefiho znamenal stcet ne- (Y
kone¢ne malych atvarov (t.j. sumu, odtial aj
tento symbol ako pretiahnuté pismeno S),
¢o reflektuje idey vypoctov obsahov a ob-
jemov od Archimeda. Nasou tulohou je ur-
¢if obsah kruhu s polomerom r. Rozdelme
tento kruh na nekonec¢ne tenké trojuhol-
niky“. DIzka kruZnice prislichajicej neko-
necne malej zmene uhla dp je rdy, a preto
plocha takéhoto elementarneho ,trojuhol-
nika“ je %7"2 de. Obsah kruhu s polomerom r
teda dostaneme s¢itanim obsahov tychto ele-
mentarnych ,trojuholnikov“ cez cely kruh,

teda ) )
1 1 T 1 -
/0 57"2 dy = 57"2/0 dy = 57"2[90](2) =72,
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kde uvedeny integral nie je ni¢ iné ako .4/ -integral (vyuzili sme to pri dosadeni hornej
a dolnej hranice do primitivnej funkcie). Takjto postup aj dnes vhodne vyuzivaju
fyzici pri rieseni roznych tloh.

Z uvedenej tvahy vyplyva zaujimavy fakt: Ludolfovo ¢islo @ mozeme definovat
ako hodnotu integralu, t.j.

W:4(/)/01de.

Této definicia vSak nie je velmi vhodnd, ak sa chceme o tomto ¢isle dozvediet viac
(napr. iracionélnost, transcendentnost a pod.).

Ak sa teda vratime k pociatkom diferencidlneho a integralneho poctu, samotny
Newton a Leibniz si uvedomili, Ze uvedend metdda moze posluzit ako vSeobecné k vy-
Setrovaniu obsahu, objemu a pod., teda otazkam, ktoré trapili matematikov réznych
kultur a déb. AvsSak zatial nestaci, pretoZze sme videli, Ze pomocou .4 -integralu ne-
dokaZeme vypocitat obsah takého jednoduchého utvaru, aky je ohraniceny grafom
funkcie sgn na intervale (—1,1). Preto je potrebné zlepsit tuto konstrukciu, aby sme
to dokazali. A to je prave cielom nasledujicej kapitoly, v ktorej sa budeme zaoberat
konstrukciou integralu, ktora sa zda byt nezavisla na diferencidlnom pocte a umozni
nam integrovat aj takéto a omnoho ,horsie“ funkcie.



Kapitola 3

Riemannov integral

Ako sme uz prezradili na konci predchadzajtcej ¢asti, budeme sa venovat konstrukcii
urcitého integralu, ktora je historicky omnoho starsia ako Newtonova, ale az v 19.
storoc¢i sa dostava znova k slovu pri zavedeni pojmu integral v pracach RIEMANNA
a neskor v nazornej geometrickej interpretéacii v pracach DARBOUXA! a Du-BoIs
REYMONDAZ.

Ako sme mohli vidiet v motiva¢nom priklade na tivod predchadzajicej kapitoly,
stuvis medzi diferencidlnym a integralnym poc¢tom by mohol poslizit na ucel urcenia
obsahu plochy pod grafom funkcie. Nevenovali sme tomu dalej velkii pozornost, ¢o
teraz napravime a ukazeme, ze tieto myslienky vyustili do vSeobecnej metédy, po-
mocou ktorej je mozné vypocitat nielen obsahy rovinnych atvarov, ale aj objemy a
povrchy telies a eSte ovela viac.

Myslienka vypoc¢tu obsahu kruhu pomocou vpisovania a opisovania polygénov, vid
Kapitolu 1, sa d& zovSeobecnit nasledujicim sposobom. Nech f je kladna ohranicené
funkcia na intervale (a, b). Zaujima nés obsah plochy P pod grafom funkcie f ohrani-
¢eny priamkami x = a, x = b a y = 0, vid Obr. 3.1. Sledujic postup uvedeny pri ob-
sahu kruhu rozdelme interval (a,b) na n ¢asti bodmi a = zg < 1 < -+ < z,, = b.
Je Tahko vidiet, Ze plosny obsah celého utvaru je rovny suctu obsahov tychto n CGiast-
kovych utvarov. Podobne ako v pripade kruhu robime horny a dolny odhad tejto
plochy. Nech I; = (x;_1,x;) je i-ty Clastocny interval, i = 1,2,...,n, s plochou P; a
dlzkou Az;. Kedze f je ohranicend na (a, b), tak je ohrani¢en4 na kazdom ¢iastoénom
intervale [;, a preto existuju cisla

m; = inf f(z), M;=sup f(x).
zel; z€el;
Potom m;Az; je plocha i-teho vpisaného obdlZnika a M;Az; je plocha i-teho opisa-
ného obdlznika, teda m;Az; < P; < M;Ax;. S¢itanim tjchto obdlznikov dostavame
odhad

1=1 i=1

1JEAN-GASTON DARBOUX (1842-1917), ¢itaj ,,Darbu“
2PauL DaAvID GusTAv DU Bois-REYMOND (1831-1889), ¢itaj ,,Dubod Rejmond“, mladsi brat
Emila (1818-1896), zakladatela experimentalnej elektrofyzioldgie
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Y4

Obr. 3.1: Obsah plochy P pod grafom funkcie

kde tieto ,dolné* a ,horné“ sucty su prirodzenymi odhadmi plochy P. Teraz presne
sformulujeme jednotlivé kroky tejto konstrukcie. V nasledujiicom stdle uwvaZujeme
funkciu f definovani a ohranicent na intervale (a,b).

Definicia 3.1. Delenim intervalu (a,b) nazyvame kazdi konefnii mnozinu bodov

D = {xo,z1,...,2,, n € N} takych, 7e a = 29 < 1 < -+ < z, = b
Cisla x5, i = 0,1,...,n, nazfvame deliacimi bodmi delenia D a intervaly (z¢,z1),
(x1,29),...,{xp_1,2,) Ciastocnymi intervalmi delenia D. Mnozinu vSetkych deleni D

intervalu (a,b) ozna¢me %(a,b).

Poznamka 3.2. Je dobré si uvedomif, Ze pri definicii delenia pouzivame urciti ne-
pisantt dohodu: delenim intervalu (a,b) je jeho konecnd podmnoZina prvkov vrdtane
usporiadania, pricom jej extrémy splyvaju s krajnymi bodmi intervalu.

Pre kazdé i = 1,2,...,n oznacme Axl dlzku i-teho ¢iasto¢ného intervalu I; =
(x;_1,2;) a polozme m; = 1nf f(z), M; =sup f(x). Cisla
z€el;

ZmzAxl a S(f,D ZMA:UZ,

vid Obr. 3.2, nazveme dolny a horny Darbouxov stcet prislichajuci funkcii f a deleniu
D.

Definicia 3.3. Hovorime, ze delenie D, je zjemnenim delenia D, akk D C D;. Delenie
D je spolocnym zjemnenim deleni Dy a Do, akk D = Dy U Ds.

Predchadzajtca definicia vlastne hovori, ze delenie D je spoloénym zjemnenim
deleni D; a D, akk kazdy deliaci bod delenia Dy a D, je deliacim bodom delenia
D. Specialne, kazdé delenie je zjemnenim seba samého. Zaujimavé je si viimnut, Ze
zavadzame urcité usporiadanie medzi deleniami. Treba si vSak dat pozor, pretoze
navzajom mozeme porovnavat len niektoré delenia (neplati teda dichotémia).

Nasledujica lema nam objasni spravanie sa dolnych a hornych Darbouxovych
suctov pri zjemneni delenia.
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"I | / \_J/

s(f,D) = i m; Ax; S(f,D) = zn: M;Az;
=1 =1

Obr. 3.2: Dolné a horné Darbouxove stucty

Lema 3.4. Nech f: (a,b) — R je ohranic¢end funkcia a D, D" € P{a,b). Potom
(i) s(f,D) < 5(f,D);
(ii) ak D C D, tak 5(f, D) < s(f, D) a S(f, D) = S(f, D');

(iii) s(f,D) < S(f, D).

Dokaz. Nech D = {xg,x1,...,2,} je delenie intervalu (a, b).

(i) Trividlne, staci si uvedomit, ze pre kazdé i € {1,...,n} plati m; < M; a
Ax; > 0, teda m;Az; < M;Ax;. S¢éitanim cez vSetky intervaly dostavame tvrdenie.

(ii) Nech D" = {yo, 41, ---,Ym}. Kedze D’ je zjemnenim delenia D, potom cias-
toény interval I;, i = 1,2,...,n, je bud ¢iastoénym intervalom delenia D', alebo sa
rozpadne na niekolko ¢iasto¢énych intervalov delenia D’. V prvom pripade su pris-
pevky k S(f, D’) rovnaké ako S(f, D), v druhom pripade pre nejaké j, s € {1,...,m}
je w1 =yj_1 ax; =y kde s > j, a teda

M;Az; > MiAy; + Mi Ay + - + MAy,
kde M; = sup,c; f(z) a Jo = (Ye—1,Yx), K =1,...,m. Potom ale
S(f, D)= MAy; <> M;Ax; = S(f, D).
j=1 i=1
Analogicky pre dolné Darbouxove sucty.
(iii) Nech D* = D U D'. Kedze D* je spoloénym zjemnenim deleni D a D', tak
podTla ¢asti (i) a (ii) mame

s(f,D) < s(f, D7) < S(f,D") < S(f. D),

¢o sme chceli dokazat. O
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s(f, D)

sV

s(f,D")

Obr. 3.3: Zjemnenie delenia — dolné Darbouxove sucty

Poznamka 3.5. Lema chce vlastne povedat, Ze pre Iubovolné dve delenia sa dolny
a horny Darbouxov stcet spravaju vzdy rovnako (v zmysle usporiadania). Taktiez
pridanim deliaceho bodu narastie dolny Darbouxov sucet (alebo sa nezmeni), vid
Obr. 3.3 a zmensi sa horny Darbouxov stcet (alebo sa nezmeni), vid Obr. 3.4.

Ya

y=f(x)

Y

y=f(x)

S(f, D)

=Y

S(f,D")

Obr. 3.4: Zjemnenie delenia — horné Darbouxove stucty

Lema 3.6. Nech f: (a,b) — R je ohranic¢end funkcia a D € P{a,b). Potom

m(b—a)gs(f,D)SS(f,D)gM(b—a),

kde m = inf)f(x) a M= sup f(z).

z€(a,b

x€(a,b)
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[NIE

Obr. 3.5: Grafy funkcii g a x z Prikladu 3.7

Doékaz. Nech D* = {xg,x1} je delenie intervalu (a, b). Kedze s(f, D*) = m(b — a),
S(f,D*) = M(b—a) a kazdé iné D € P{a,b) je zjemnenim D*, podla Lemy 3.4

m(b_a) :S(faD*) SS(f,D) SS(f,D) SS(f7D*):M(b_a)a

¢o je nas pozadovany vysledok. O

Vrafme sa na chvilu k tvrdeniu (iii) Lemy 3.4. Podla tohto tvrdenia pre kazda
ohranicent funkciu f na (a,b) je mnozina A vSetkych dolnych Darbouxovych siuctov
ohranicené zhora Iubovolnym hornym Darbouxovym sic¢tom a mnoZina B vSetkych
hornych Darbouxovych st¢tov je ohrani¢end zdola lubovolnym dolnym Darbouxovym
suc¢tom. Kedze st to neprazdne mnoziny, tak

sup A <inf B, t.j. sup s(f,D)< inf S(f,D).
DEeZ{a,b) De%(a,b)
Nasledujic Darbouxovu konstrukciu Z-integralu polozme sup A = (%) fab f(z)dz
a nazvime tito hodnotu dolny Riemannov integral (skratene dolny Z-integrél) a
inf B = (%) fab f(z) dz horny Riemannov integral (skratene horny Z-integral) funkcie
f na intervale (a,b).> Zrejme pre kazd ohranidenti funkciu f : (a,b) — R existuje
dolny a horny Z-integral a plati (%)fabf(x) dz < (%)fff(x) dz.
Priklad 3.7. 1.) Nech f(z) = « je konstantné funkcia na (a, b). Potom pre lubovolné

delenie D = {x¢,x1,...,x,} intervalu (a, b) plati m; = M; = «, takze

s(f,D)=S(f,D)= ZCYAsz‘ = a(b—a),

teda (%’)fab& do = (%’)fab& dr = a(b — a).

3Poznamenajme, Ze tieto pojmy nepatria Darbouxovi, ale zaviedol ich roku 1881 VITO VOLTERRA
(1860-1940).
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0, xe€

1, z= %
vid Obr. 3.5. Je Tahké vidiet, ze pre kazdé D € 2(0,1) je s(g,D) = 0, a
teda (%) folg(x) dz = 0. Pre urCenie horného Z-integralu uvazujme delenie D =

—~

0,2)U(3,1
2.) Nech g : (0,1) — R je dané predpisom g(z) = 2) UG

{xo,xl,..fxn} intervalu (0,1) a % € (x;_1, ;) pre nejaké ¢ € {1,2,...,n}. Potom
S(g,D) < 2max{Az;;i = 1,2,...,n}. KedZze neustile mozeme zjemnit delenie D
tak, aby max{Ax;;i =1,2,...,n} bolo lubovolne malé, potom

Sy 1
(%’)/ g(x)de = inf S(g,D)=0= (%)/ g(x) dx.

3.) Nech y je Dirichletova funkcia na (a, b), vid Obr. 3.5. Pre kazdé delenie D =
{xg, x1,...,2,} intervalu (a,b) plati m; =0, M; = 1, teda

S(X,D):ZO-A%:O, S(X,D):ZLAm:b—a.
i=1 i=1

Potom ale (%)fabx(:c) dr=0a (%)fabx(:c) dr =b—a.

Tieto priklady ukazujt, ze v nerovnosti medzi dolnym a hornym Z-integralom
moze nastat rovnost, ale aj ostra nerovnost. Z geometrickych tvah zo zaciatku kapi-
toly by malo byt zrejmé, Ze nés budi zaujimat tie funkcie, pre ktoré nastane rovnost
dolného a horného Z-integralu.

Definicia 3.8. Nech f : (a,b) — R je ohranicend funkcia, pre ktort plati
(%) fab f(x)dz = (%) f; f(z) dz. Potom hovorime, ze funkcia f je Riemannovsky in-

tegrovatelna (skratene Z-integrovatelnd) na (a, b) a tito spoloéni hodnotu horného
a dolného Z-integralu nazyvame Riemannov integral (skratene Z-integral) funkcie
f na intervale (a,b). Oznacujeme

@) [ swyar

Mnozinu v8etkych Z-integrovatelnych funkcii na intervale (a, b) oznacujeme Z(a, b).

Poznamka 3.9. Teda funkcia je Z-integrovatelna, akk existuje jedin€ c¢islo, ktoré od-
deluje dolné a horné Darbouzove sucty, t.j. je vicsie alebo sa rovnd kazdému dolnému
a je mensie alebo sa rovnd kazZdému hornému Darbouzovmu sictu (spominané ¢islo
je Z-integral danej funkcie na danom intervale). V opa¢nom pripade existuje cely
nedegenerovany interval takych ¢isel — takd funkcia nie je Z-integrovatelnd (uvedeny
priklad Dirichletovej funkcie), resp. hovorime, ze Z-integral neexistuje. Z uvedene;
konstrukcie taktiez vyplyva, Ze oznacenie nezavislej premennej pismenom x nie je
podstatné, teda (Z) f;f(x) dz = (%) f;f(y) dy = (Z) f:f(t) dt (ak existuje). Hod-
nota Z-integralu v podstate zavisi od funkcie f a intervalu (a,b).
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Poznamka 3.10. Darbouxova definicia Z-integralu vlastne hovori, ze ak Z-integral
funkcie f existuje, t.j.

b
(%)/f(x)dx: sup s(f,D)= inf S(f,D),

DeP{a,b) DeP{ab)

tak pre kazdé D € Z(a,b) plati

S(f.D) < (@) / F(z)de < S(f, D).

To je v zhode s nasou motivaciou s kruhom (obsah vpisanych n-uholnikov je mensi
alebo sa rovna obsahu kruhu, ktory je mensi alebo sa rovna obsahu opisanych n-
uholnikov). Pri kruhu sme potom zobrali limitu vpisanych a opisanych n-uholnikov,
kde tato spolo¢na hodnota oboch limit bola presne obsahom kruhu. Ukazeme neskor,
ze tento postup sa dé aplikovat aj v pripade Z-integralu (pozri limitné kritéria Z-
integrovatelnosti a Z-integral ako limita integralnych sac¢tov).

Z uvedeného prikladu vyplyva, ze kazdd konstantnd funkcia je Z-integrovatelnd
na lubovolnom intervale (a, b). Na zéklade prikladu Dirichletovej funkcie vidime, ze Z-
integréal nezahfna vsetky (ani dokonca ohrani¢ené) funkcie, ale ukédzeme, Ze trieda %-
integrovatelnych funkcii je dostato¢ne $iroka a postacujica nasim potrebam. Otazku
integrovatelnosti Dirichletovej funkcie riesi az LEBESGUEOV integrél, ktorého kon-
strukcia je komplikovanejsia a je obsahom iného kurzu. Spomenme len, ze v pripade
Dirichletovej funkcie je (.£) ff x(z)dz = 0.

"« Ulohy na precvicenie

<& Skonstruujte delenie intervalu (—1,2) na 10 rovnakych casti.

<& Skonstruujte delenie intervalu (—5,0) s 11 deliacimi bodmi tvoriacimi koneéni
geometrickil postupnost.

< Pre funkciu f vypocitajte dolny a horny Darbouxov sicet na zadanom intervale
pomocou jeho delenia na n rovnakych casti, ak

(a) f(z) = 2® pre z € (=2, 3);

(b) f(z) = /& pre z € (0,1);
(¢) f(x) = 2% pre z € (0, 10).

3.1 Kritéria Z-integrovatelnosti funkcie

Vo v8eobecnosti je na zéklade definicie tazké rozhodnut, ¢i nejaké ohranicend funkcia
je Z-integrovatelna. V tejto ¢asti odvodime niekolko nutnych a postacujicich podmie-
nok Z-integrovatelnosti funkcie, ktoré moézeme povazovat za ekvivalentné zavedenie
Z-integralu.

Nasledujuce kritérium bude pre nas dolezité z teoretického hladiska, avSak ne-
hovori ni¢ o hodnote Z-integralu. V urcitom zmysle ide o analogické kritérium
ku Cauchyho-Bolzanovmu kritériu konvergencie postupnosti (premyslite si to!).
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Ya

S(va)_S(faD)

Veta 3.11 (Darbouxovo kritérium). Nech f : (a,b) — R je ohranicend funkcia.
Potom f € %(a,b) prave vtedy, ked

(Ve > 0)(3D € Z(a,b)) S(f,D)—s(f,D) < e.

Doékaz. = Pre f € #(a,b) polozme I = (Z) fab f(z)dz, teda I = sup s(f,D)=
De%(a,b)

1£<f ) S(f, D). Z vlastnosti suprema a infima k lubovolnému ¢ > 0 existuja Dy, Dy €
De%{a,

P{a,b) také, ze
4ﬁDQ>I—% a ﬂﬁDQ<I+%

Nech D = D; U D,. Potom podla Lemy 3.4 plati s(f,D) > s(f,D1) > 1 -5 a
S(f,D) <S(f,Dy) < I+ 5. Odcitanim tychto nerovnosti dostavame

S(f,D) — s(f, D) <I+%— (1—%) :23:5.
< Kedze (%)fff(x) dz > s(f,D) a (%)Tff(x) dz < S(f, D) pre Iubovolné D €
P{a,b), potom

0< (@)/ f(:c)dx—(%’)/ F(@)dz < S(f, D) — s(f, D) < =.

Kedze ¢ je lubovolné, potom (%)fabf(x) dz — (%)f;f(x) dz =0, t.j. (%)fabf(x) dor =

() [, f () dz, teda f € (a,b). O

Priklad 3.12. Rozhodnite o Z-integrovatelnosti funkcie f na intervale (0, 1), ak

f(x) = {5, x € <0,1).

1, z=1
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N[

Obr. 3.6: Graf funkcie z Prikladu 3.12

Uvazujme delenie D = {0, % %,. .,1—%,1}. Potommi:%preizl 2,...,na

7n7
1, 7=n

L y=12....n-1
Mi:{Z’ ! R .Ked%eAxi:%,potoms(f, D) = ZmZAxZ—%

n n—1
1 1 n—-1 1 1 1
=S MAn =S ZAz, + Az, = - - S=
; v ;2 Tit AT 2 n +n 2+2n

preto S(f, D) — s(f, D) = 5=. Kedze ku kazdému e > 0 existuje podla Archimedove;
vlastnosti n € N také, ze - < g, potom podla Darbouxovho kritéria f € Z2(0,1).

Poznamka 3.13. Pomocou Darbouxovho kritéria vieme jednoducho dokéazat, Ze
Dirichletova funkcia y nie je Z-integrovatelnd na ziadnom intervale (a,b). To-
tiz, ak D = {zg,x1,...,2,} je delenie intervalu (a,b), tak podla Prikladu 3.7 je
S(f,D) =b—a a s(f,D) = 0. Potom teda existuje € € (0,b — a) také, ze pre kazdé
D € P{a,b) plati S(f, D) — s(f, D) > ¢, teda x ¢ %#(a,b).

Ak pre kazdé n € N je dané delenie D,, € Z{a, b), tak hovorime, Ze je dana postup-
nost deleni (D,,)5° intervalu {a, b), skratene zapisujeme (D,)° € Z{a,b). Povazujeme

za potrebné upozornit, Ze index n nemusi stvisiet s po¢tom deliacich bodov delenia
D,!

Veta 3.14 (limitné kritérium). Nech f : (a,b) — R je ohranicend funkcia.
(i) Ak f € #({a,b), tak existuje (D,);° € D{a,b) takd, Ze
lim s(f, D,) /f ydz a lim S(f,D,) /f
(ii) Ak existuje (D,)° € P{a,b) taka, Ze lim s(f,D,) = lim S(f,D,), potom

[ € %Z(a,b) a plati o

lim s(f,D,) = (%’)/ f(z)dx = lim S(f, D,).

n—oo n—oo
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Dékaz. (i) Nech f € #Z(a,b) a polozme I = (%) fab f(z) dx. Potom pre kaédé neN
14

existuja D), D! € P({a,b) také, ze s(f,D]) > I — S(f,DJ) < I+ L. Polozme
D,, = D, U D:. Potom pre kazdé n € N plati

T < s(f,DL) < (£, D) < S(f, D) < S DL < T4

Podla vety o zovreti I — % — 1 a I+% — I pre n — oo, teda aj s(f,D,) — I a
S(f, D) — I pre n — oc.

(ii) Nech existuje (D,)° € Z(a,b) taka, ze lim s(f,D,) = I = lim S(f, D,),
teda pre kazdé ¢ > 0 existuju P’, P" € Z(a,b) také, ze s(f, P') > 1 —5 a S(f,P") <
I+ 5. Nech P = P'UP". Potom s(f,P) > s(f,P')>1—-5aS(f,P)<S(f,P") <

I+ £. Od¢itanim tychto nerovnosti dostavame

S(f.D) = s(f;D) < I+ 5 —(I-5) =2

Podla Darbouxovho kritéria f € %(a,b).
Kedze (D,)3° € Z(a,b) je takd, ze lim s(f, D,)=1= lim S(f,D,)as(f,D,) <

R) f;f(x) dx < S(f, D,), potom podla vety o zovreti plati, ze I = (%) f;f(x) dz
U

€
— =¢c.
2

Priklad 3.15. Rozhodnite o Z-integrovatelnosti funkcie f(x) = sgnx na (—2,1).

Pre kazdé n € N uvazujme delenie D,, = {—2, -2+ +,... —2+4 3% =1},

Potom
(f,Dn) =[(-1)+ (=1)+ -+ (—1)] 1+0 1+[1+1+ + 1] L 1 1
’ N ~— on n o~ on n

2n s¢itancov n—1 séitancov

a

S(f,Dn)=[(-1) 4+ (=1)+---+ (-1)] 1+o 1+[1+1+ + 1] L_ 1+1
BN on n o~ ~— cn n’

2n—1 scitancov n séitancov
teda lim s(f, D,) = lim S(f, D,) = —1, z ¢oho podla limitného kritéria vyplyva, ze
n—oo n—oo

f(z) = sgnx je Z-integrovatelnd na (—2,1) a plati (#Z) f_12 sgnxdr = —1.
Poznamenajme, ze v tomto pripade sme mohli uvazovat aj postupnost deleni
D, ={-2,-%,0,%,1} alebo D, = {—2,—+, L 1} (vyskasajte!).

n’n’

Priklad 3.16. Vypocitajte (%) fog sinx dx. KedZze f(r) = sinz je rastica funkcia

na (0, 3), uvazujme postupnost deleni D,, = {xo,z1,...,7,}, kde x; = % Potom
s(f, Dn) = ;Sin%—1 Az; = % <81n0 + sin 2— + sin % + -+ +sin (77’27”%)
a tiez

S(f, Da) = sini Ay = 5 (Sm21+51n—7r-‘r81n—7r-‘r +sing—ﬂ>.

— n 2n 2n n
Z:
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Y
X Ya
(%)/ sgnaxde = —1
-2
I —— '3
(%)/ sinzdr =1
0

[NIE}

N

Kedze S(f, D) — s(f,Dyn) = 3-sin 5 = Z- a podla Archimedovej vlastnosti ku kaz-
dému ¢ > 0 existuje n € N také, Ze 5~ < ¢, tak podla Darbouxovho krité-

ria f € %(0,%) (neskor ukdZeme vieobecne, Ze kazdad monoténna funkcia je Z-
integrovatelnd na prislusnom intervale, vid Veta 3.41).

Pre kazdé a € R také, zZe sin § # 0 plati

k k
1 o
sin jov = 2sin jor - sin —.
2_sinj 2sm%; / 2

j=1

Pouzitim vzorca 2sinz siny = cos(z — y) — cos(x + y) dostavame

sina + sin 2a + - - - + sin ko

1 « 3 N 3 Sa - (2k — Da 2k + 1)
= COS — — COS — + COS — — COS — + * + * 4+ COS ————— — €08 ——————
2sin § 2 2 2 2 2 2
1 « (2k + 1)
= COS — — COS ———————
2sin § 2 2 ’
pomocou ¢oho uz lahko vypocitame
2 T cos & — cos GREUT
(%))/ sinzdz = lim S(f,D,) = lim — - —4——— 10
0 n—00 n—oo 21 2sin -
cos = —cos(Z + L -
n—oo 4n, sin ;- n—oosin g~ t=0sint

Poznamka 3.17. Limitné kritérium Z-integrovatelnosti mozeme formulovat nasle-
dovne: f € Z#(a,b) prave vtedy, ked existuje nenulovd postupnost (D,)3° € Z{a,b)
takd, Ze odpovedajice postupnosti dolnych a hornych Darbouzovych sictov konverguji
k spoloc¢nej hodnote. To nam vsak nedava Zziadnu informéaciu o tom, akd postupnost
zobrat, aby sme Z-integrovatelnost funkcie vySetrili. Dokonca niekedy taka nenulova
postupnost deleni ani neexistuje (vysktsajte to pre funkciu f(x) = z na intervale
(0,1)!). Preto by sme potrebovali mat k dispozicii nie¢o ,lepsie“. Ak si dobre vSim-
neme, v predchddzajicom priklade sme na vypocet integralu (%) fog sin z dr uvazo-
vali delenie intervalu (0, %) na zhodné dieliky. To ale vobec nie je nadhoda, pretoze
také postupnosti deleni budul pre nas doélezité.
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Definicia 3.18. Nech D = {xg, 1, ..., x,} je delenie intervalu (a, b). Normou delenia
D nazyvame ¢islo v(D) = max{Ax;;i = 1,2,...,n}. Postupnost (D,)° € %{a,b)
nazyvame normalna postupnost deleni intervalu (a, b), akk T}Ln;o v(D,) = 0.
Poznamka 3.19. Inymi slovami, normou delenia D rozumieme najvicsiu z dizok
crastocnych intervalov delenia D. Niekedy je to studentmi mylne interpretované ako
najvicsi z dielikov. Preto zdoraziiujeme: norma delenia je ¢islo, nie interval (dielik)!
Taktiez poznamenajme, Ze niektori autori pouzivaji pojem nulovd postupnost deleni
namiesto pojmu normalna postupnost deleni.

Priklad 3.20. 1.) Ak D, = {xo,z1,...,2,}, kde ; = a+ i - I’_T“, t.j. n-té delenie
intervalu (a, b) rozdeli (a, b) na n rovnakych casti (tzv. ekvidistancné alebo pravidelné
delenie), potom v(D,) = =2 a kedze lim =% = 0, je takto postupnost (D, )$°

n—oo

normalna.
2.) Ak D,, = {x¢,1,...,2,} je delenie intervalu (a,b), 0 < a < b, kde z; = aq’

pre ¢ = ’\L/g (deliace body st ¢lenmi geometrickej postupnosti), tak

V(Dn)zmaX{qz <1—§>; 2'21,2,...,71}:(]”(1_;) :g(l_ n %)

Pretoze nh_}rglo ¢/¢ =1, je postupnost (D,,)° normélna.

Nagim nasledujicim ciefom bude zlep$it limitné kritérium pre tie postupnosti
deleni, ktoré st normalne. Prv ako vyslovime prislusna vetu, vyslovime nasledujicu
pomocnt lemu. Z Lemy 3.4 vieme, Ze pre D’ zjemnenie delenia D sa horny Darbouxov

odhadu, o kolko sa zmensi S(f, D’) oproti S(f, D). Samozrejme, nasledujici vysledok
sa d& formulovat aj pre dolné Darbouxove stcty (urobte to!).

Poznamka 3.21. Pripometime, Ze M = sup,c(, f(7), m = infie@mp) f(2). Cislo
M — m v nasledujtcej leme sa zvykne oznacovat ako oscilacia funkcie f na intervale
(a,b). Vsimnime si, ze s oscilaciou funkcie na ¢iastoénych intervaloch sme sa stretli
uz pri Darbouxovom kritériu, pretoze

n

i=1 =1

i=1

teda rozdiel medzi hornym a dolnym Darbouxovym stc¢tom je vyjadreny pomocou
oscilacii M; — m; na ciastkovych intervaloch. Niekedy sa preto prislusné tvrdenia
nazyvaju aj oscilacnymi kritériami Z-integrovatelnosti.

Lema 3.22. Nech f : (a,b) — R je ohranicend funkcia a § > 0. Ak D, D" € D{a,b),
kde v(D) <6 a D C D' s nanajvys N deliacimi bodmi navyse, potom

S(f,D') > S(f,D) — N(M — m)s.
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Dokaz. Nech D = {xg,x1,...,2,} a bod ¢ je prvy deliaci bod delenia D', ktory
nie je deliacim bodom delenia D, t.j. existuje ¢ € {1,2,...,n} také, ze z; 1 < ¢ < x;.
Ozna¢me D" = D U {c} a skimajme S(f, D"). Tieto sa lisia od S(f, D) o prispevok

(c—zi1) sup  f(x)+ (z; —c) sup f(x)

TE(xi—1,C) xe(c,x;)

namiesto (z; — ;1) SUP, ey, , 4y f(T) = MiAz;. Z vlastnosti suprema a infima plati,
Z€ SUDye(y, 1,0 f(T) = M a sup,e.. f(x) > m (pretoze m je najvicsie dolné ohrani-
Cenie f na (a,b)). Potom

S(f>D”) _S(f>D)
= (c—xi1)- <sup >f(:L")ﬂL(acz- —c)- s:lp)f(:v) — (xi — 1) <Sup »f(%)
> (c—ziy)m+ (x;—c)m — M(x; —x;q) =m(x; —x;-1) — M(x; — 2_1)
=(m— M)Az, = —(M — m)Az; > —(M — m)J,

pretoze v(D) = max{Ax;;i = 1,2,...,n} < J. Z toho teda dostavame S(f, D") >
S(f,D) — (M — m)d, teda pridanim jedného deliaceho bodu k deleniu D sa horny
Darbouxov stcet nezmensi o viac ako (M —m)d. Ak tento proces zopakujeme (N —1)-
krat, dostavame, Ze horny Darbouxov stcet (prislichajici funkcii f a deleniu D) sa
nezmensi o viac ako N(M — m)d, t.j. S(f,D') > S(f, D) — N(M — m)J. O

Teraz sme pripraveni dokazat vylepSené limitné kritérium vyuZzivajuce iba tie po-
stupnosti deleni, ktoré st normalne.

Veta 3.23 (limitné kritérium — normaélna postupnost deleni). Nech f :
(a,b) — R je ohranicend funkcia a (D,);° € Z({a,b) je normdlna postupnost delend.

(i) Ak | € Z(a,b), tak lim s(f,D,) = (%) [} f()dz = lim S(f, Dy).

(ii) Ak existuji lim s(f, D,), im S(f,D,) a lim s(f,D,) = I = lim S(f, D,),
potom f € %{a,b) a (Z) ff flx)de =1.

Poznamka 3.24. Vsimnime si najprv, ze cast (ii) je Specidlnym pripadom
Vety 3.14 (ii), teda podmienka normaélnej postupnosti je tu navyse. Preto iba ¢ast (i)
zavisi od tejto podmienky. Naozaj, ak by sme ju vynechali, veta neplati! Napr.
f(z) = x je Z-integrovatelnd na (0,1) a (%) folxd:c = 1 (zdovodnite!). Ak vez-
meme postupnost deleni intervalu (0, 1) stale rovnaku, t.j. D,, = {0,1}, n =1,2,...,
potom pre kazdé n € N je S(f,D,) =1a s(f,D,) =0, teda

:(%)/0 xdz # lim S(f,D,) =1.

n—oo

N —

0= lim s(f, D,) #

n—~o0

Pristapme teraz k dékazu vety.

Doékaz. (i) Nech f € Z(a,b) a (D,)° je normélna postupnost deleni intervalu
(a,b). Polozme I = (%) f; f(z)dx a ukdzme, ze lim S(f,D,) = I (analogicky sa

ukaze pre dolné Darbouxove sucty).
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Kedze f € #(a,b), pre kazdé n € N zoberme P, € 9(a,b) také, ze S(f, P,) < I+
a oznacme pocet deliacich bodov tohto delenia N,. Nech 6 = m a zoberme
také D,,, ze v(D,,) <  (pripomertime, Ze postupnost (D,,)J° je normalna, a preto sa to
dé urobit). Ak teraz pouzijeme Lemu 3.22 na delenie D,, (namiesto D) a D!, = D,UP,
(namiesto D’), potom

SU D) 2 S(F, D) = Na(M = m)6 = S(f, D) = =

pretoze D! mé nanajvys N, deliacich bodov navyse oproti deleniu D,,. Z toho dosta-
vame, Ze

1 1 2
S(f,Da) < S, DL) + — S S(fP) += < T+,

teda pre kazdé n € Nje I < S(f,D,) < I+ % PodTa vety o zovreti mame S(f, D,) —
I pre n — oo, ¢o sme chceli dokéazat. O

Priklad 3.25. Vypoditajte (%) | * 6% dz. Zvolme postupnost ekvidistanénych deleni

intervalu (a,b), t.j. D,, = {xo,21,...,2,}, kde z; = a + ib_Ta, 1 =0,1,...,n. Kedze

e” je rastuca funkcia na kazdom (a, b), potom

- b—a b—a
x D,) = Ti—1 — a(q \Y 2V . (n—1)V
s(e”, D) ;e — ¢ (14 eV + e 4 - e DY)
kde V = b_Ta a podobne
S(e”, D ):iemib_a = b_ae“ (ev+e2v+---+env)
Y n p— n n .

Kedze

_ b_ 1— nV
lim s(e”, D,) = lim Qoo (I+ev+eV+ -+ e("fl)v) = lim Qa2 —C
n—o00 n—oo N n—oo N 1 —eV

b—a)—e)  , .

= lim T
n—oo n(e——l)

=€ — ¢

a analogicky lim S(e*, D,) = e’ — e%, potom (%) fb e®dr = e — e

Priklad 3.26. Vypoditajte (%) fabd?“, 0 < a < b Nech D, = {xg,x1,...,2,} je
postupnost deleni intervalu (a,b), kde x; = aq’ pre ¢ = ’\L/g Kedze % je klesajica
funkcia na kazdom (a,b) C (0, +00), potom

n n n

S(302) =X A0 =2 o g ) = Yo~ ) =nla - )

i=1
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b
(%) / e®dr = e’ —e?

A

a b

=V

Inb—Ina

e @ teda

KedZe b = aq™, tak Inb = Ina + nlnq, z ¢oho méme n =

1 -1
lim S (—,Dn> = lim n(¢—1) = (Inb —1Ina) lim a =Inb—Ina.
n—oo x n— o0 q—1t lnq

Podobnym spdsobom vypocitame lim 3( Dn) = Inb — Ina, a preto (%) f bde _

n—oo a T
Inb—Ina.

7 predchadzajuceho prikladu vyplyva jedno
zaujimavé zistenie tykajiice sa geometrickej inter- Ya
pretacie Eulerovho cisla e: cislo e je jediné redine
¢islo x, pre ktoré (%) lx % = 1, t.j. obsah plo-
chy pod grafom hyperboly % na intervale (1,e)
je rovny 1 (mo6zeme to povazovat za ekvivalentni
definiciu ¢isla e). Ak sa teraz vratime k poznamke
o Cisle 7 na konci Kapitoly 2, vidime dalsi krasny
suvis medzi dolezitymi ¢islami matematickej ana-
Iyzy a integralnym poctom.

7 uvedenych prikladov vyplyva, ze sposob vy-
poctu Z-integralu pre jednoduché (elementarne)
funkcie je znacne komplikovany a vobec nie taky 1 €
prijemny ako vypocet .4 -integralu. Postupne sa
dopracujeme k rozumnejSiemu vypoctu. Zatial
spomenme, ze uvedeny spdsob moze vhodne posliuzif na iné acely.

Priklad 3.27. Vypocitajte lim (;; + % + -+ “5t). Kedze

5\

1 2 n—1 1/1 2 n —1
=+ + = (=44
n?  n? n? n\n n n
uvazujme postupnost deleni D,, = {0, %,..., %=1 1} intervalu (0, 1) a = . Kedze

(D,,)5° je normélna a f € #(0,1), potom

lim a, = lim E L2 = lim S(x,Dn):(%)/ xdxzi.
n—oo n—oo < n 0
i=1

n n—oo
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Vysledok celej tejto Casti o kritéridch Z-integrovatelnosti mozeme zhrntut do na-
sledujiceho (jednoduchého) tvrdenia.

Tvrdenie 3.28. Ak [ : (a,b) — R je ohranicend funkcia, potom nasledugice $tyri
turdenia su ekvivalentné:

(i) [ € %ab);
(i) pre kaZdi normdlnu postupnost deleni (D)3 € P(a,b) plati lim (S(f, D,) —
S(f, Dn)) =0y

(i11) ezistuje normdlna postupnost deleni (D,);° € P(a,b), pre ktori plati
lim (S(f, Dn) — s(f, D)) = 0;

(i) existuje postupnost deleni (D)) € Z{a,b), pre ktord plati lim (S(f, D,) —
s(f,Dy)) =0.

Dékaz. Cast (i)=(ii) vyplyva z Vety 3.23(i), implikicie (ii)=-(iii)=(iv) st trivalne
a Cast (iv)=(i) sme dokazali vo Vete 3.14. O

Na zaver tejto ¢asti spometime eSte jedno uzitoéné kritérium Z-integrovatelnosti,
ktoré je prepisom Darbouxovho kritéria pre normalnu postupnost deleni. Nezavisle
ho dokazali v roku 1875 Darboux a Du Bois-Reymond.

Veta 3.29 (Du Bois-Reymond, Darboux 1875). Nech f : (a,b) — R je ohrani-
éend funkcia. Potom [ € %(a,b) prdve vtedy, ked

(Ve > 0)(36 > 0)(YD € P{a,b),v(D) < 6) S(f, D) — s(f, D) < e.

Dokaz. Postacujica podmienka Z-integrovatelnosti plynie z Darbouxovho kritéria.

Ak f € Z(a,b), potom podla Darbouxovho kritéria pre Iubovolné (ale pevné)
e > 0 zoberme D’ € P(a,b), D' = {xg,21,...,xn} také, ze S(f,D') — s(f,D’) < e.
Kedze D’ mé koneény pocet deliacich bodov, zoberme Tubovolné D € %(a,b) také,
ze V(D) < 0, kde § = m Potom D" = D’ U D obsahuje nanajvys N — 1
deliacich bodov navyse oproti deleniu D a podla Lemy 3.22 (zahffiame aj horné, aj
dolné Darbouxove stcty) mame

S(f>D)_S(f>D)_2(N_1)(M_m)5 < S(va”)_S(faD”) < S(f>D/)_S(faD,) <ég,
a teda S(f, D) — s(f,D) < 2e. O

"« Ulohy na precvicenie

& Nech Dy, Dy € 2{(a,b) a Dy C D;. Co plati pre ich normy?
& Zistite, aky je minimélny pocet deliacich bodov delenia D € Z(a,b), ak v(D) =
b;%, kde p € N.

<& Nech (D,,)5° € Z{a,b) a d, je poCet deliacich bodov delenia D,, taky, ze lim d, =

n—oo

+o00. Je (D,,)$° norméalna postupnost deleni?

& Do Tvrdenia 3.28 sa priamo poniuka doplnif tvrdenie: Pre kaZdi postupnost
(D,)5° € P{a,b) plati lim (S(f, D,) — s(f, D)) = 0. Je to mozné urobit?
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3.2 Z-integral ako limita integralnych suctov

Cesta vybudovania Z-integralu, ktorti sme predstavili doteraz, nie je povodnou Rie-
mannovou myslienkou konstrukcie integralu nesticeho jeho meno. Totiz zvoleny sposob
(Z-integral ako spolo¢na hodnota horného a dolného Z-integralu) pochadza z roku
1875 od Darbouxa (preto sa niekedy oznacuje ako Darbouxov integral). Tato cestu
sme zvolili preto, lebo pekne odraza geometrickti predstavu urcitého integralu a mys-
lime si, Ze prave preto je vhodna na prvé zoznamenie sa s Z-integralom. Aby sme
vSak boli korektni k nidzvu Riemannov integral, bolo by slusné zoznamit sa s po-
vodnou Riemannovou myslienkou. Bezpochyby o Riemannovej matematickej velkosti
dnes musime konstatovat, Ze v tomto smere prebral a rozsiril platnost myslienky iného
velikana svojej doby — CAUCHYHO.

Cauchy vo svojom pristupe k integralu uvazuje spojitu funkciu f na intervale

{(a,b). Ak D = {xo,...,x,} je delenie intervalu (a,b), potom definuje aproximujuci
sucet .
SC = Z f([L‘Z‘_l)AZL'Z‘, (31)
i=1

ktorym vyjadril sti¢et obsahov obdlZnikov so zakladiiou (x;_1, ;) a vyskou, ktora je
dané funkénou hodnotou f(x;_1). Cauchyho myslienkou je definovat integrdal ako li-
mitu stctu tvaru (3.1), ked maximum dlZok &iastoénych intervalov (t.j. norma delenia
D intervalu (a, b)) bude konvergovat k nule. Vidime tu teda snahu vybudovat urcity
integral ako ,nejaka limitu“ (treba vSak zdoraznit, Zze nie hocijaki, ale Specidlneho
typu! — vid Pozndmku 3.34). Tato myslienku prevzal a zveladil Riemann nasledu-
jicim sposobom, ktory priblizime priamo citdtom z jeho habilitacnej prace ,Uber
die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe® z roku 1853,
vid [12], Druhy dil str. 254 (ako nazov uvadza, praca pojednévala o reprezentovatel-
nosti funkcie trigonometrickym radom, teda ziadny Specidlny zaujem o integral).

,Neurcitost, ktora este v niektorych zakladnych bodoch tedrie urcitého integralu pa-
nuje, nas nuti predostriet nieCo o pojme urcitého integralu a rozsahu jeho platnosti. Teda
(o , - b . . : .
po prvé: Co sa mé rozumiet pod [’ f(x)dxz? Aby sme si to ozrejmili, zvolme medzi a a
b postupnost hodnét x1, xs, ..., T,_1 zoradeni vzostupne podla velkosti a ozna¢me kvoli
kratkosti x; — a znakom &y, 2 — x; znakom 09, az b — x,,_1 znakom §,, a nech ¢ > 0.
Potom hodnota stctu

Sr=01f(a+e101) + 02 f (a4 €202) + - -+ + 0n f(a+ €n0y)

bude zavisiet na volbe parametrov § a veli¢in €. Ak bude mat tento siiet ti vlastnost, ze
nech st ¢ a ¢ zvolené akokolvek, bude sa nekonecne blizit k pevnej hranici A pre vsetky
0 nekone¢ne malé, potom sa tato hodnota (t.j. A) nazyva fabf(x) dz. Ak tato vlastnost

nema, potom ff f(z) dz nemd vyznam.“

V oboch pristupoch vidime, Ze sa objavuju nejaké sucty, ktoré sme oznacili S a
Sg. Taktiez s zaujimavé hodnoty argumentu funkcie, ktoré sa objavuju v Cauchyho
a Riemannovych stctoch S¢ a Si. Kedze tieto dve kvantity buda zohravat dolezitt
ulohu, zavedieme si pre nich nasledujtice oznacenie.
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fE - — - — - - fE) - ———— - =

n

k

1=

ln
y(fv D/lvE) = Zlf(fl)Axl

Obr. 3.7: Integralne sucty pre rozne delenia a rovnaky vyber reprezentantov

Definicia 3.30. Nech D € %(a,b), D = {xg, 21, ..., 2,}. Potom mnoZinu
E={& e (wi1,m); i =1,2,...,n}

nazyvame vyber reprezentantov delenia D a bod &; nazyvame reprezentantom i-
teho c¢iastocného intervalu. Integralnym sictom prislichajicim funkcii f, deleniu D
a vyberu reprezentantov = rozumieme ¢islo

(f,D,E) = Zf(@)Axi.

Na zaklade tejto definicie moZeme strucéne povedat, Ze Cauchy vo svojej definicii
integralu povazuje za reprezentanta lavy koncovy bod ¢iastocného intervalu, t.j. § =
x;_1 (samozrejme, to je v jeho pripade mozné, pretoze funkcia f je spojitd) a Riemann
zovSeobecnuje tento pristup uvazovanim lubovolného reprezentanta & = a—+ d;¢;. Obe
¢isla S¢ a Sk st potom integralnymi stctami prislichajicimi funkcii f, deleniu D a
prislusnému vyberu reprezentantov. Z uvedeného naozaj vidief, Ze Riemannov pristup
je vSeobecnejsi.

Poznamka 3.31. Treba si uvedomit, Zze pre konkrétnu funkciu f hodnota disla
L (f, D, E) zavisi od zvoleného delenia D, vid Obr. 3.7 a tiez od vyberu reprezentan-
tov Z z dlastocnych intervalov tohto delenia, vid Obr. 3.8.

r—1, z€(0,2)
0, z € {0,2}
s(f,D) = —1 a S(f,D) = 1, ale pre kazdy vyber reprezentantov Z delenia D
je =1 < Z(f,D,Z) < 1. VSeobecne, z vlastnosti suprema a infima pre kazdé
D € P{a,b) a pre kazdy vyber reprezentantov = plati

Poznamka 3.32. Nech f(z) = a D = {0,1,2}. Potom

s(f.D) < #(f,D,E) < S(f.D).
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S(f,D,E") = zl F(E") Az,

Obr. 3.8: Integralne stcty pre rovnaké delenie a rézny vyber reprezentantov

Dolezitejsou zmenou, ktori Riemann v porovnani s Cauchym urobil pri konstruk-
cii integralu je, ze Riemannov pristup nemd na funkciu f Ziadne poZiadavky. Riemann
vo svojom spise doslova pise: ,VySetrujme teda po druhé rozsah platnosti tohto pojmu
(rozumej pojmu integral), teda otdzku: v ktorych pripadoch pripista funkcia integra-
ciu a v ktorych nie?“ Spésob, akym tito otazku Riemann polozil, je celkom typicky
pre novi matematiku, ktora sa v 19. storoc¢i formovala. Riemannova definicia sa totiz
tyka Tubovolnej funkcie a nim polozené otazka smeruje k vymedzeniu triedy funkcii,
pre ktoré ma nim zavedena definicia integralu zmysel, t.j. zaujima sa o dosah nového
pojmu. Sformulujme teda vSetky uvedené skutoc¢nosti do nasledujicej definicie.

Definicia 3.33 (Riemann-Cauchy). Nech f : (a,b) — R je ohrani¢end funkcia. Ak
existuje L € R také, Ze pre kazdé € > 0 existuje 6 > 0 také, ze pre kazdé D € Z(a,b),
v(D) < § a kazdy vyber reprezentantov = plati | (f, D,=Z) — L| < ¢, potom ¢islo L
nazyvame Riemannov integral funkcie f na intervale (a,b).

Poznamka 3.34. Ddlezitou ¢rtou Riemannovej-Cauchyho definicie integralu je, ze
zavadza urcity integral ako ,limitu integralnych stactov, t.j. Definiciu 3.33 mozeme
skratene zapisat v tvare

L= lim #(f,D,E).

i
v(D)—0
Hoci tento pojem a jeho zapis pripomina pojem konecnej limity L realnej funkcie f
v realnom disle 7y (teda znamy fakt, ktory sme oznacovali lim f(z) = L), musime
T—T0

byt v8ak opatrni, pretoZe limita integralnych st¢tov do toho priamo nezapada. Keby
sme ju pod tento pojem chceli vélenit, museli by sme povedat, ¢o je v nasom pripade
premennd x, ¢o je funkcia f a o aky bod z( ide. Popravde by sme s tym mali isté
tazkosti. Len pre informéaciu uvedieme, Ze v matematike existuje tak vybudovany
pojem limity, ktory sticasne zahfna pojem limity funkcie, ktory sme zaviedli skor, aj
pojem limity integralnych stcétov (tzv. Moorova-Smithova limita*). Tento pojem je
vSak nad ramec tohto kurzu, vid napr. [2].

YEL1AKIM HASTINGS MOORE (1862-1932), ¢itaj ,Mur“ a HERMAN LYLE SMITH (777)
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Pomocou Du Bois-Reymondovho—Darbouxovho kritéria sa da jednoducho ukézat,
ze nami vybudovany Z-integral nie je ni¢ iné ako limita integralnych stctov v zmysle
uvedenej Riemannovej-Cauchyho definicie (premyslite si to!). Z praktického hladiska
tato definicia opit nie je velmi vhodné, ale znac¢ne zjednodusi dokazy niektorych
vlastnosti, ktoré buda uvedené v nasledujucich kapitolach.

Hoci sme uviedli, ze #Z-integral nie je obycCajnou limitou, predsa len existuje ur-
¢ity dolezity stvis medzi Z-integralom a limitou ¢iselnej postupnosti (vid limitné
kritérid Z-integrovatelnosti). Otézka by teda mohla zniet: ak Z-integradl je limitou
postupnosti dolngch a horngch Darbouzovych sictov (pre lubovolni a normdlnu po-
stupnost deleni), ¢i sa obdobné turdenie nedd dokdzat pre integrdlne sicty? Odpoved
dava nasledujtca veta.

Veta 3.35 (#-integral ako Specialna limita integralnych stiétov). Nech f :
(a,b) — R je ohranicend funkcia.
(i) Ak f € Z{a,b), (D,)° € Z{a,b) je lubovolnd normdlna postupnost deleni a =,
je prislusny vgber reprezentantov deleni D,,, tak postupnost (. (f, Dp,Z,))5°
konverguje a plati

b
lim (f.D,.5,) = (%) / f(z) da. (3.2)

(ii) Ak pre kaZdi normdlnu postupnost deleni (D,,)° € Z({a,b) a pre kaZdy vyber
reprezentantov =,, deleni D,, existuje hm Y(f, n, =n) G je stdle td istd, potom

[ € %Z(a,b)y a plati (3.2).

Dokaz. (i) Nech f € Z{a,b) a f f(x)dz = I. Ak (D,)5° € Z{a,b) je lubovolna
normélna postupnost deleni a =, Je prlslusny vyber reprezentantov deleni D,,, potom
pre kazdé n € N je s(f,D,) < Z(f,Dn,2,) < S(f,D,) a z limitného kritéria
pre normélnu postupnost deleni plynie, ze s(f, D,) — I a S(f, D,) — I, teda podla
vety o zovreti existuje nhn;o L (f, Dn,Z,) a plati nhn;o L (f, Dn,Z,) = 1.

(ii) Nech D, = {zon,Z1n,.-.,%1,n} je normalna postupnost deleni intervalu
(a,b), =, je prislusny vyber reprezentantov deleni D,, a nh_}rglo L (f, Dy, Z,) = 1.

Pre n = 2k zoberme & o, € Sy, také, ze

Mok < f(&iok) < Mok +

ﬂa
kde m; o = Hllf f(z). Pre n = 2k — 1 zoberme &; o1 € Zo, také, ze
xr€l; ok
M, L < f(¢ )< M,
4,2k—1 2% — 1 ,2k—1) = 1,2k—1,
kde M;or—1 = sup f(x). Potom
x€l; 211
log lak 1 b—a

0 < Z(f, Dok, Zor) — s(f, Dax) = Z(f(fi,%) My 2k ) AL 21 < Z — Az 9, =

=1

2k
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a tiez

lag—1

0 < S(f, Dag—1) = L (f, Da—1,Zok—1) = Z (Mz',Zkfl - f(fi,2k71))Axi,2kfl <

=1

b—a
2k —1°

KedZe pre k — oo podla vety o zovreti obe strany konverguji k 0, potom aj po-
stupnosti uprostred konverguju k 0. Kedze podla predpokladu .7 (f, Dok, Zox) — 1
a S (f,Dog_1,Z0,_1) — I pre k — oo, potom s(f, Dop_1) — [ a S(f, Do) — I
a podla limitného kritéria pre normdlnu postupnost deleni f € Z{a,b) a I

(%) [} f(x)da. O

Poznamka 3.36. Z praktickej stranky vypoctu integralu je pouzivanejsia cast (i).
Ak totiz vieme, Ze ohranicend funkcia f je Z-integrovatelnd na (a,b) (viac o takych
funkcidch v nasledujicej kapitole), potom hodnotu Z-integralu mézeme vypoditat
ako $pecidlnu limitu integralnych st¢tov pri fubovolne zvolenej normélnej postupnosti
deleni a lubovolnom vybere reprezentantov. Musime vSak byt opatrni: na to, aby sme
A -integral mohli takto pocitat, musime mat integrovatelnost funkcie vopred zaruceni!
Ak na to zabudneme, Tahko mozeme ukézaft, Ze Dirichletova funkcia mé na intervale
(0,1) Z-integrél rovny 0, ako sa Tahko moéze ukézat, Zze tento integral je rovny 1.

Priklad 3.37. VypOéitaJte nh;,]:l;.lo <\/47112—1 + \/47;_22 + e _|_ \/ﬁ) Myéllenkou je

vypocitat tiuto limitu pomocou integralneho stctu, a preto upravujeme

1 1 1 1
m ([ — oo —— ) = im — [ ——
nl—>nc}o(,/4n2_1+ +,/4n2_n2) nl—>nc}o2n /1_4%—}_ _n
n in
:lim% %4_..._'_;2 :hmz%'%.
n—o0 47 n n—00 4 i n
1—(3) L= (30) =1 /1=(35)

Ak si oznac¢ime &; ,, = ﬁ aAr;, = %, potom posledna limita nie je nic¢ iné ako limita
integralneho suc¢tu prislichajiceho funkcii f(z) = \/11_7, postupnosti deleni (D,,)$°

1

deliacej interval (0, 3) na n rovnakych casti (a teda (D,);° je normédlna postupnost
deleni intervalu (0, %>) a vyberu reprezentantov &; ,, € =, t.j.

n 1 1 21
li - (% / — —__da.
”groloizu/l—(ﬁ)z 2n ) o V1—a? !

Hoci este nemdme zdovodneny vztah medzi .4 -integralom a Z-integralom (pozri
Vetu 3.77), na vypocet uvedeného integralu pouzijeme .4 -integral, ¢im dostavame

1 1
dx = [arcsin x]¢ = arcsin 5=

dex =

B

o [ o [

1 1 1
Preto aj lim + ) =
) n—00 (\/4n2 —1 4n2—22 4n2 — n2)

S



3.2 Z-integral ako limita integralnych suc¢tov 40

Premyslite si dokaz nasledujtceho tvrdenia (a jeho stvis s oscilaénymi kritériami
Tvrdenia 3.28), ktoré zavrSuje otazku zavedenia Z-integralu.

Tvrdenie 3.38. Ak [ : (a,b) — R je ohranicend funkcia, potom nasledujice $tyri
turdenia su ekvivalentné:

(i) f € %(a,b) a ff Jde =1 € R;

(i1) pre kaZdi normdlnu postupnost deleni (D,)° € Z{a,b) a pre kaZdy vyber re-
prezentantov =, deleni D,, je hm Y(f D,, 2, =1;

(i11) ezistuje normdlna postupnost deleni (D,)° € P{a,b) takd, Ze pre kazdy vyber
reprezentantov Z,, deleni D,, plati lim “(f, D,,Z,) = I;

(iv) ezistuje (nie nutne normdlna) postupnost deleni (D,)° € P{a,b) takd, Ze
pre kaZdy vgber reprezentantov Z,, deleni D,, plati lim Z(f, D,,=Z,) = I.
Poznamka 3.39. Ako sme v tejto a predchadzajicich castiach ukazali, Z-integral

sa d4 zaviest kazdym z nasledujtcich spésobov:

(a) ako spolofna hodnota horného a dolného Z-integralu (Darbouxova konstrukcia
hornych a dolnych stctov);

(b) ako limita hornych a dolnych Darbouxovych stuétov pre Tubovolnt postupnost
delenti;

(c) ako limita hornych a dolnych Darbouxovych stctov pre normalnu postupnost
deleni;

(d) ako $pecidlna limita integralnych siuctov, resp. Riemannova-Cauchyho definicia
integralu.

7 prikladu Dirichletovej funkcie je zrejmé, ze predpoklad ohranicenosti, s kto-
rym pracujeme od zaciatku naSich tvah, nie je postacujicou podmienkou k Z-
integrovatelnosti funkcie. Nasledujtca veta ale hovori, Ze je nutnou podmienkou, kde
v dokaze vyuzijeme prave Riemannovu-Cauchyho definiciu integralu. Toto tvrdenie
sa nam neskor bude hodif v dokaze fundamentalnej vety integralneho kalkulu, vid
Veta 3.71.

Veta 3.40. Ak f € %#(a,b), potom f je ohranicend na (a,b).

Doékaz. Nech f € Z(a,b) a ozna¢me (%) fab f(z)dz = I. Predpokladajme, Ze
f nie je ohranifena na (a,b), t.j. pre kazdé n € N existuje z, € (a,b) také, Ze
|f(zn)] > n. KedZe (2,)5° je ohrani¢ené postupnost, podla Bolzanovej-Weierstrassovej
vety sa z nej d& vybraf konvergentnd podpostupnost konvergujica k bodu a2’ € (a, b).
Z Z-integrovatelnosti funkcie f na (a,b) zoberme ¢ = 1, k nemu zodpovedajice
d > 0 a uvazujme delenie D = {x,zy,...,2,} intervalu (a,b) s normou v(D) < ¢
také, ze 2’ je vnitornym bodom niektorého z ¢iastoénych intervalov I;,, pokial 2’
nie je koncovym bodom (a,b) (v opa¢nom pripade bezia dalsie argumenty rovnako
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pre [;, = I; alebo I,,). Kedze ¢iasto¢ny interval I;, obsahuje nekonecne vela bodov
Zn, zoberme Tubovolny vyber reprezentantov &; € = pre i # iy a &, = zy, N € N.
Potom |.(f, D,E) —I| < 1. Nasledne zoberme iny vyber reprezentantov =’ z delenia
D taky, ze & = zy, M € N. Potom

y(faDaal)_[:y(faDaa)_[+(f(ZM)_f(ZN))AxiO'

Kedze f nie je ohranifend na (a,b), mozeme zobrat M a N také, ze |f(zy) —
f(zn)|Ax;y > 2. Ak f(2m) — f(2n) > 0, potom

y(f7D7E/)_[:y(f7D7E)_I+(f(ZM)_f(ZN))szo >—-1+2=1,

¢o je v spore s Z-integrovatelnostou funkcie f. Analogicky pre f(zy) — f(zn) < 0
dostdvame spor, a teda Z-integrovatelnd funkcia f na (a,b) musi byf ohrani¢ena
na intervale (a, b). O

"« Ulohy na precvicenie

<& Kedy hodnota integralneho suctu nezéavisi od volby reprezentantov?

<& Moézeme vo Vete 3.35, resp. Tvrdeni 3.38 nahradit vyraz ,pre kaZdy vyber repre-
zentantov“ vyrazom ,existuje vyber reprezentantov “?

< Pomocou integralnych stctov vypocitajte nasledujice limity:
1 1 1
1j e
@ i (e )
) lim <ln\/1+ +In{/1+ In {/1+ >

(c ,};ﬂ;oZn2+k2

3.3 Triedy Z-integrovatelnych funkcii

Cielom tejto ¢asti je poskytnif niekolko postacujicich podmienok Z-integrovatelnosti
funkcie, presnejsie uviest niekolko velkych tried Z-integrovatelnych funkecii.

Veta 3.41 (o triedach Z-integrovatelnych funkcii). Funkcia f : (a,b) — R je
2 -integrovatelnd na (a,b) v kazdom z nasledujicich pripadov:

(i) f je monotonna na {a,b);

(ii) f je spojitd na (a,b), t.j. f € €{a,b).

Dokaz. (i) Predpokladajme, Ze f je neklesajica na (a,b), t.j. pre kazdé = € (a, b)
plati f(a) < f(z) < f(b), teda f je ohranifena na (a,b) (pripad nerasticej funkcie
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sa dokéze analogicky). Ak f(a) = f(b), potom f je kons$tantnd na (a,b), a teda
Z-integrovatelna (vid Priklad 3.7). Nech teda f(a) # f(b).

Zoberme lubovolné € > 0 a uvazujme delenie D = {zg, 21, ..., x,} intervalu (a, b)
snormou v(D) < ¢ (ukdzeme aké bude ¢). Potom z neklesajticosti f na (a, b) pre kazdé
i=1,2,...,njem; = f(x;_1) a M; = f(x;), a teda

n n

S(f,D) = s(f,D) = Y (M; —m)Az; = > (f(w:) = f(wi1)) Az

< 52(]”(3%) — f(@i1)) = 0(f(b) = f(a)).

Aby sme zabezpecili, Ze tento rozdiel horného a dolného Darbouxovho si¢tu je mensi
ako ¢, polozme 6 = m Potom z Du Bois-Reymondovho-Darbouxovho kritéria
je f € #(a,b).

(ii) Kedze f € €{a,b), potom z Heineho-Cantorovej vety je f rovnomerne spojita
na (a,b), t.j. ku kazdému &; > 0 existuje 6 > 0 také, ze pre vSetky 1,z € (a,b) také,
ze |x1 —x9| < 0 je |f(z1)— f(z2)| < 1. Nech D = {xg,z1,...,2,} je delenie intervalu
(a,b) s normou v(D) < §. Podla Weierstrassovej vety o maxime a minime na kazdom
intervale (x;_1,x;), i = 1,2,...,n, existuju ¢;,d; € (r;_1,x;) také, ze f(¢;) = m; a
f(d;) = M;. Kedze |¢c; — d;| < §, tak z rovnomernej spojitosti je | f(c;) — f(d;)| < e1.
Potom

n n

S(f,D) = s(f,D) = Y (M —my)Az; = > (f(di) — f(ci)Aw;

i=1 i=1

<er Y Axi=e(b—a).

i=1

Ak teda polozime ¢ = ;*-, potom podla Du Bois-Reymondovho-Darbouxovho krité-
ria je f € #Z{a,b). O
Z vety vyplyva, ze ,slusné funkcie“ su Z-integrovatelné. Konkrétne spojitost a
monoténnost st postacujicimi podmienkami Z-integrovatelnosti. Ukazte, Ze nie st
nutnou podmienkou (najdite kontrapriklad!). V suvislosti so spojitostou si sta¢i uve-
domift, Ze Riemann zavadzal svoj integrél tak, aby spojitost nebola potrebnéa, preto
sa teraz budeme snazif tento predpoklad spojitosti zoslabit. Stale mame na paméti
otazku, ktort si kladol Riemann: Ako zld moze byt Z-integrovatelnda funkcia?

Ako sme uz spomenuli, Riemann vo svojej definicii nijak nespecifikoval funkcie,
pre ktoré svoj integral definoval. Hovori iba o funkcidch, ktoré pripastaju integraciu,
teda povedané v dnesnej terminoldgii o integrovatelnych funkcidch. Zavadza tak novi
triedu funkcii, ktort je vhodné a tc¢elné skiimat. Sadm k tomu hovori toto: ,,Po tom, ¢o
sme vysetrili podmienky existencie urcitého integralu vo vSeobecnosti, t.j. bez zvlastnych
predpokladov o povahe integrovanej funkcie, bude toto vySetrovanie scasti pouzité v Spe-
cifickych pripadoch, scasti dalej rozvinuté pre funkcie, ktoré si medzi dvoma akokolvek
blizkymi hranicami (bodmi) nekone¢ne ¢asto nespojité. “ Potom konstruuje funkciu defi-
novanu v intervale (0, 1), ktord mé nekoneéntt mnozinu bodov nespojitosti M, pricom
tato mnozina ma vlastnost, ze v kazdom podintervale intervalu (0, 1) existuje asporl
jeden bod z M (takato mnozina M sa nazyva hustd v (0,1)).
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PSP W IPTIAN
|

0 1 €

Obr. 3.9: Riemannova funkcia

Priklad 3.42. (Riemannova funkcia) Nech

1
q’

0, z€R\QnN(0,1) alebox =0
p(w)z{

T = g je zlomok v zékladnom tvare (p,q € N st nestdelitelné) -

Graf tejto funkcie je naértnuty na Obr. 3.9. Zrejme, p je ohranicend na (0, 1). Uka-

zeme, zZe p je nespojitd v kazdom racionalnom cisle. Naozaj, ak xy je racionalne

Cislo, potom existuje postupnost iracionélnych ¢isel (z,)° takd, ze lim z, = xo.
n

—00

Kedze p(xy) = % > 0a p(x,) =0pren =1,2,..., potom lim p(z,) = 0, a teda

Tim p(,) # p(o).

Riemannova funkcia p je spojita v kazdom iracionalnom ¢isle. Ak x je iracionalne
¢islo, tak p(xg) = 0. Nech ¢ > 0. Podla Archimedovej vlastnosti k nemu existuje
no € N také, ze nio < e. Kedze racionélnych ¢isel tvaru g (p, ¢ nesudelitelné, kde
q > ng) je len konetne mnoho, existuje 6 > 0 také, Ze interval (zo — d,z0 + 0)
neobsahuje ziadne také ¢islo. Teda pre z € (zg — 9, 9 + 0) mame bud p(z) = 0 pre x
iracionalne, alebo p(z) = % < nio pre x racionalne. Teda pre kazdé = € (xg— 9, 29+ 0)
je Ip(x) — p(xo)| < £ <e.

Ukazeme, Ze p je Z-integrovatelna. K Tubovolnému € > 0 zvolme N € N tak, aby
% < 5. Nech £ je pocet tych racionalnych ¢isel tvaru g, kde ¢ < N. Zoberme delenie

D = {xy,r1,...,2,} intervalu (0,1) také, ze v(D) < 5. Oznacme

3

,qSN} a B={ie{l,...,n}}\A

Potom

S(p,D) = Z p(t;)Ax; + Z p(t;)Az;.
€A 1€B
Kedze mnozina A obsahuje najviac k¥ bodov a norma delenia je mensia ako 5, do-
1

staneme ) ., p(t;)Ar; < k-5 = 5. Pre i € B je p(t;) < i < §, teda plati
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Sieppti)Az; < 3, p Az < + < 5. KedZe v oboch suméch st nezdporné sci-
tance a s(p, D) = 0, potom

S(p, D) = s(p. D) = > plt)Azi+ > plt;) sz< +i=c

2
€A 1€B

¢o podla Darbouxovho kritéria dokazuje, ze p € Z(0, 1). Ukdzte, Ze (%) fol p(z)dr =
0!

Poznamka 3.43. Pomocou Riemannovej funkcie skonstruoval HANKEL® roku 1871
spojitu funkciu, ktord nemé derivaciu v nekonecne vela bodoch. O rok neskor We-
ierstrass vSetkych Sokoval prikladom spojitej nikde diferencovatelnej funkcie.

Ak teda vieme, Ze aj niektoré ,dost zIé“ funkcie st Z-integrovatelné, otazkou by
mohlo byt, ¢ ich nedokdZeme nejakym sposobom popisat. Nepoddme sice ich tplna
charakterizaciu (vid Lebesgueova veta v Poznamke 3.51), ale nasledujuci aparét z te-
6rie miery ndm posliuzi k uspokojivej predstave o triede Z-integrovatelnych funkcii.

6

Definicia 3.44. Hovorime, Ze mnozina M C R ma Jordanovu® mieru nula, akk

(i) ku kazdému e > 0 existuje kone¢ny pocet uzavretych intervalov Ji,...,J, ta-
kyrch, Ze stcet ich dlZzok je mensi ako ¢;

(ii) pre kazdé x € M existuje J;, j € {1,...,n} taky, ze x je vnatorny bod J;.

Poznamenajme, Ze nazov pochadza zo vSeobecnej tedrie tedrie miery a integ-
ralu, v ktorej sa takéto ,malé“ mnoziny zanedbavaju. Zaciatky jej budovania siahaja
do konca 19. storocia (Jordan publikoval svoje pojednanie o miere v roku 1892). Po-
zrime sa na niekolko prikladov takychto mnozin. V nasledujiicom ozna¢me A.J dizku
intervalu J.

Priklad 3.45. 1.) Kazda koneénd mnozina méa Jordanovu mieru nula, t.j. ak M =
{z1,... ,xn} z; € R, j =1,...,n, potom pre [ubovolné ¢ > 0 staci zvolit intervaly
Jj = (z; — 5, ; + 5.), pretoze kazdy prvok x; € M je vnitornym bodom intervalu
J; a plati

- 2 2
A P - —_ = — .
'E_ Jj=mn ™ 35 <e

2.) Nech M = {1,3,5,...}, ¢ize M je mnozina ¢lenov postupnosti (+)°. Kedze

lim % = 0, tak ku kazdému £ > 0 existuje ng € N také, ze pre vsetky n € N,

n > ng je % € (O 5)- Lahko vidiet, Ze intervaly Jo =(0,5), i= (11— 1+ 5-),

Jo= (35— %, T+ e s Ing = (nio — 5 n—O + 5-) spltiaji poziadavku definicie, a
teda M mé Jordanovu mieru nula.

Poznamka 3.46. Na zéklade predchadzajiceho prikladu by sa mohlo zdaft, Ze kazda
spoc¢itatelnd mnozina mé Jordanovu mieru nula, ¢o vSak neplati (vid lohy na precvi-
Cenie). Na druhej strane existuju aj nespocitatelné mnoziny, ktoré maji Jordanovu
mieru nula (napr. Cantorova mnozina).

SHERMANN HANKEL (1839-1873)
SMARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838-1922), ¢itaj ,,DZorden®
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Veta 3.47. Ak f € €{a,b) s vgnimkou mnoZiny bodov Jordanovej miery nula, tak
fe%a,b).

Dokaz. KedZe mnozina bodov nespojitosti funkcie f na (a,b) méa Jordanovu
mieru nula, tak ku kazdému ¢; > 0 existuje kone¢ny pocet uzavretych intervalov
I, I, ..., I, takych, ze > | Al < e; a kazdy bod nespojitosti je vnitornym bo-
dom aspon jedného z nich. Bez ujmy na vSeobecnosti nech sa intervaly I; neprekry-
vaju. Zostrojme D € P{a,b) také, ze Iy,..., 1, st Clastoéné intervaly delenia D a
zvysné intervaly tohto delenia oznaéme Jy, ..., J,,. Polozme M; = sup,¢ ;. f (x), m; =
infyes, f(x), M{ = sup,¢;, f(x) a m) = infoep, f(2), 4 =1,2,...,n, 5 = 1,2,...,m.
Pocet intervalov Ji, ..., J,, moZeme zvidsit tak, aby dlzka kazdého z nich bola men-
Sia ako zvolené § > 0. Kedze f je spojita na kazdom intervale J;, j = 1,2,...,m,
podla Heineho-Cantorovej vety je f rovnomerne spojitd na kazdom J;, a teda je
rovnomerne spojita aj na U;”Zl Jj, t.j. pre lubovolné 5 > 0 existuje 6 > 0 také, ze
pre kazdé z1,xy € L, J; také, ze |11 — xo| < 0 je |f(x1) — f(w2)] < e2. Taktiez
z Weierstrassovej vety o maxime a minime pre funkciu f na J; existuja u;,v; € J;
také, ze f(u;) = M; a f(v;) =my, 7 =1,2,...,m. Kedze |u; — vj| <, tak z rovno-
mernej spojitosti |M; —m;| < e, pre kazdé j = 1,2,...,m. Chceme teraz vypocitat
S(f, D) —s(f, D). Urobime to tak, Ze ho rozdelime na dve ¢asti: na ta, kde sa vysky-
tuja intervaly [;, 7 = 1,2,...,n a t0, kde sa vyskytuja intervaly J;, 7 = 1,2,...,m.
Potom

n

S(f,D) = s(f, D) =Y (M —mi)AL + Y (M; —m;)AJ;

i=1 j=1

<OMY AL+ ) AJj<2Me; +e5(b—a),

i—1 j=1

pretoze | M] —mj| < |Mj|+|mj| < M + M = 2M, kde M = sup ¢, | f(¥)]. Ak teraz
polozime ¢ = 2Me; +¢e5(b—a), potom podla Darbouxovho kritéria je f € Z(a,b). O

Dokaz vety by mal byt intuitivne zrejmy z toho, Ze ak mnozina bodov nespojitosti
spojitej funkcie na (a,b) mé Jordanovu mieru nula, tak (a,b) sa déa rozdelit v tychto
bodoch na uzavreté intervaly, na ktorych je funkcia spojitd. Potom z geometrickej
interpretacie Z-integralu by mal byt tento integral rovny stac¢tu integralov na tychto
intervaloch (tzv. aditivita Z-integralu, vid Vetu 3.61).

Na zaklade Prikladu 3.45 vieme, ze kazda koneCnd mnozina a kazda mnozina
¢lenov konvergentnej postupnosti maju Jordanovu mieru nula, a teda dostavame na-
sledujtici dosledok.

Désledok 3.48. (i) Ak f € %(a,b) s vynimkou konecnej mnoziny bodov, tak
fe%a,b).

(ii) Ak f € €{a,b) a postupnost bodov nespojitosti funkcie f je konvergentna
v (a,b), tak f € %Z(a,b).

Poznamka 3.49. V dokaze Vety 3.47 sme vyznamne vyuzivali vlastnost spojitosti
funkcie. V8imnime si, ze dokaz bezal velmi podobne ako vo Vete 3.41 (ii). Vlastne,
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Obr. 3.10: Graf funkcie g a funkcie h z Prikladu 3.50

z Désledku 3.48 priamo plynie, Ze kazda spojita funkcia (t.j. mnozina bodov jej nespo-
jitosti je prazdna) je Z-integrovatelna. Vzhladom na Riemannovu myslienku nahradit
spojitost ohrani¢enostou by mohla otazka znief, ¢i sa da tato vlastnost (spojitost)
zoslabit. D& sa ukézat, my to vSak robit nebudeme, Ze Veta 3.47 a Dosledok 3.48
platia aj v pripade, ak spojitost nahradime ohrani¢enostou.

Priklad 3.50. 1.) f(z) = sgnx je Z-integrovatelnd na fubovolnom intervale (a,b),
pretoze mnozina bodov nespojitosti je jednoprvkova (alebo prazdna), a teda je Jor-
danovej miery nula. Vypocet Z-integralu sme urobili v Priklade 3.15.

1 1 1
57, T < T S 5
2.) g(x) = 5 ;:0 2 n e Np.

Kedze ¢ je neklesajica na (0,1), podla Vety 3.41 je Z-integrovatelnd na (0,1) a
(%) fol g(z) dz = 2 (zdovodnite!).

, T <7< sms

, 2% <z< 22,%1 , keN,

, x=20

3.) h(x) =

S e

vid Obr. 3.10. Mnozina bodov nespojitosti M = {%mn € N} mé Jordanovu mieru
nula, teda podla Vety 3.47 je h € #(0, 1) (vypocitajte (Z) fol h(x)dz!).

Poznamka 3.51. Tvrdenie Vety 3.47 sa da formulovat aj vSeobecnejsie, avSak vy-
zaduje si to hlbsie poznatky z tedrie miery a integralu, a preto to robif nebudeme.
Spomenime len, Ze zovSeobecnené tvrdenie (tzv. LEBESGUEOVA VETA) hovori o tom,
ze ohranicend funkcia f je 9-integrovatelnd prave vtedy, ked je skoro vSade spojitd
(t.j. mnoZina bodov nespojitosti md Lebesgueovu mieru nula). My spomenieme eSte
nasledujice zaujimavé tvrdenie, ktorého dokaz robit nebudeme, vid [9].

Désledok 3.52. Ak f, g st ohranicené na (a, b) a f(z) = g(x) pre kazdé x € (a,b)\ M,
kde M C (a,b) je mnozina Jordanovej miery nula, potom bud f, g € Z(a,b) a plati
(%) fab flx)dz = (#) fabg(x) dx, alebo ani jedna z funkcii nie je Z-integrovatelna
na (a, b).
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Obr. 3.11: Graf funkcie h(z) = sin 5> z Prikladu 3.54

Poznamka 3.53. Podla tohto vysledku kazda funkciu f(z), = € (a,b), mozeme
nahradif inou funkciou, ktorad sa na (a,b) zhoduje s f s vynimkou mnoziny Jor-
danovej miery nula bez toho, aby bola narusend Z-integrovatelnost aj hodnota
Z-integralu. Tieto tvahy vedd k tomu, aby sme zaviedli integral aj z niekto-
rych takjch funkcii, ktoré nie st definované v kazdom bode intervalu (a,b). Ak
f je takd ohranicenad funkcia, Ze k nej existuje funkcia g € Z(a,b), pre ktoru
f(z) = g(z) pre x € (a,b) s vynimkou mnoziny s Jordanovou mierou nula, defi-

nujeme (%) f;f(x) de = (%) fabg(x) dz.

0, z€(0,1)\{tneN}
1, x:%

M ={1,3,...,% ...} ma Jordanovu mieru nula. Kedze pre kazdé = ¢ M je f(z) =0
a

Priklad 3.54. 1.) Nech f(z) = . Vieme, Ze mnozina
’ 9

a konstantnd funkcia g(z) = 0 je Z-integrovatelnad na (0,1), potom f € Z(0,1

. 1 1
plati (%) [, f(z)dz = (%) [, g(z)dz = 0.

2.) Nech g(z) = sin 5> a (a, b) je Tubovolny interval obsahujtici bod zy = 0. Chceme
vySetrit Z-integrovatelnost tejto funkcie. KedZe ¢ nie je definovana v bode xy = 0,
g(x), z#0

0 , vid Obr. 3.11. Pretoze h je spojitd vSade okrem
) x =

polozme h(z) =

bodu zy = 0, je ohrani¢ena na fubovolnom intervale (a,b), potom h € Z(a,b). Kedze
g(x) = h(z) pre kazdé x # 0, potom (%) fabg(x) dz = (%) fab h(x)dz.

"« Ulohy na precvicenie

<& Ma mnozina Q N (0, 1) Jordanovu mieru nula?

<& Existuje funkcia f : R — R spojitda v bode a takd, aby nebola Z-integrovatelna
na ziadnom uzavretom a ohrani¢enom intervale obsahujicom bod a?
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<& Dokézte, 7e f ¢ #(0,1), ak

) 1+2, 2€Qn(0,1)
f(x)_{l—x, £ €R\QN(0,1)

3.4 Zakladné vlastnosti Z-integralu

Veta 3.55 (o linearite Z-integralu). Nech f,g € #({a,b), c € R. Potom aj cf, f +
g € #(a,b) a plati (%) [, (cf)(@)de = ¢ () [} f(@)de, (@) [,(f + 9)(x)dz =
A) [, f(x)de + () [} g(x) du

Doékaz. Nech f € Z({a,b) a c € R. Zoberme lubovolni norméalnu postupnost deleni
(D) € Z{a,b). Nech pre n € N je Dp{xon, T1n,-.- Ti,n} aprei =12 ....1, je
&in € 2, -ty reprezentant ¢iastocného intervalu delenia D,,. Potom pre kazdé n € N
mame

In

S (cf, n,un>—z<cf><£m)mm—c2ffmAxm—c S (f, Du,Zn)

=1

a limitnym prechodom n — oo dostavame

lim .7 (cf, Dn,un)—chm L (f, Dy, Zp) = c- / f(z

n—oo

KedZe tato rovnost plati pre Tubovolni norméalnu postupnost deleni a Iubovolny vy-
ber reprezentantov, podl’a Vety 3.35 je cf € Z(a,b) a plati (%) f:(cf)(:c) de =
hmﬂ(ch,_n =c- ff

“Ak f,g € Z{a,b), potom y(f—kg, n,En) =2(f, Dn,Zn) + L (g, Dn, Z,). Opiit

limitnym prechodom n — oo dostavame

lim .“(f + g, Dy, =2,) = lim Z(f, D,,,E,) + lim (g, Dy, =)

n—oo n—oo n—oo

= (%) /ab f(z)dz + (%) /abg(x) dz.

Podla Vety 3.35 je f + g € #(a,b) a plati (#Z )f (f+9)(x) f f(x)dz +
R) f; g(x)du. O
Poznamka 3.56. Tvrdenie Vety o linearite Z-integralu mézeme matematickou in-
dukciou rozsirit na konecny pocet funkcii (urobte to!), t.j. ak f; € #Z(a,b) a ¢; € R,

i=1,2,...,n, potom Y ¢ fi € Z(a,b) a plati
i=1

i=1 i=1 a
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Veta 3.57 (o monotdénnosti #Z-integralu). Nech f,g € %{(a,b).

(i) Ak pre kazdé x € (a,b) je f(x) >0, potom (Z) fabf(:c) dz > 0.
(ii) Ak pre kaZdé x € {(a,b) je f(x) > g(x), potom (Z) fabf(:c) de > (%) fabg(x) dx

Doékaz. (i) Nech f je nezdporna Z-integrovatelna funkcia na intervale (a,b)
a zoberme normalnu postupnost deleni (D,)° € %(a,b). Nech pre n € N je
D, =A{xon, T1ny--- T, nyaprei =12 ...,1,je&, €=, i-ty reprezentant ¢iastoc-
ného intervalu delenia D,,. Potom .(f, D,,=,) > 0 a limitnym prechodom n — oo
dostavame (%) fabf(x) der = nhnolo L (f, Dn,=En) > 0.

(ii) Ak pre kazdé = € (a,b) je f(z) > g(x), potom h(z) = f(x)—g(x) je nezdporna
a Z-integrovatelna funkcia na (a, b). Potom podla Vety o linearite a Casti (i) je

@) [ “h(w)dz = (@) / ) do— (@) / ga)de > 0,

z ¢oho plynie tvrdenie vety. O
Dosledok 3.58. Ak f € #{(a,b) a existuju k, K € R také, ze pre kazdé x € (a,b) je
k< f(x) < K, potom k(b—a) < ff ydz < K(b— a).

Dokaz. Plynie priamo z monoténnosti Z-integralu a Z-integrovatelnosti konstant-
nej funkcie na (a, b). O

Priklad 3.59. Dokazte, ze ( fol 27;”;% dz < iln 2. Kedze pre x € (0,1) je sinz <
z, tak sin* z < 2%, a teda 34 < % Podla Dosledku 3.58 mame

2—sin®* x

L3 13 13
4 ———dx < (Z de = (AN d
( )/0 2 —sinz v= )/0 P i ( )/0 9 4"

1 21 1 1
=_. —dt==[Int]?> ==1In2
[ [ fat= e = 2

~~~

kde na vypodet daného #Z-integralu sme vyuzili substittciu 2 —z* = ¢ pre .4 -integral
(o vztahu Z- a ./ -integralu a opravnenosti tohto vypoctu, vid Vetu 3.77).

Priklad 3.60. Dokdzte, Ze —i %) [, s < 3. Kedze f(z) = V2+1° je

rasttiica na (—2, 1),/tak 1< 2 +:c5 § 34, z ¢oho mame 1 > \/2fr—x \/—_ Podla
Dosledku 3.58 a mame
3 2 2
— = (Z / / dz = 3.
Neri = (%) » h T — < (%)

Nasledujtca vlastnost Z-integralu sa ¢asto povaZzuje za samozrejmu, avsak tato
samozrejmost nie je vobec namieste. Z naSej intuitivnej predstavy obsahu pod gra-
fom funkcie takyto vysledok od nésho integralu prirodzene o¢akavame, ako to vidief
na Obr. 3.12. Preto teraz tuto dolezitu vlastnost Z-integralu dokézeme, ¢o ho opif
priblizi k .4 -integralu zavedenému v Kapitole 2.
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Ya

fac f(z)dx fcb f(z)dx

Obr. 3.12: Aditivita Z-integralu — geometrickd predstava

Veta 3.61 (o aditivite #-integralu). Nech a,b,c € R, a < ¢ < b. Potom f €
K (a,b) prave vtedy, ked f € Z(a,c) a [ € X{c,b). Naviac plati

@) [ 1war=e) [r@as @ [ rwa

Dokaz. = Ak f € Z(a,b), potom podla Darbouxovho kritéria pre kazdé ¢ > 0
existuje D € Z(a,b) (nech D = {zg,x1,...,¢,...,2,} bez ujmy na vSeobecnosti)
také, ze S(f, D) —s(f, D) < e. Ozna¢me D, tie ¢iasto¢né intervaly, ktoré lezia v (a, c)
a Dy tie ¢iastocné intervaly, ktoré lezia v (c,b). Teda Dy € P(a,c) a Dy € PD{c,b).
Kedze D C Dy a D C Dy, potom S(f,D1) — s(f,D1) < S(f,D) —s(f,D) < ¢
a S(f,Dy) — s(f,Ds) < S(f,D) — s(f,D) < ¢, teda podla Darbouxovho kritéria
feZRa,c)a feRb).

<= Ak f € Z{a,c)a f € Z(c,b), tak ku kazdému ¢ > 0 existuje D, € Z(a, c) také,
ze S(f,D1) — s(f,D1) < § a existuje Dy € Z{c,b) také, ze S(f, D) — s(f,D2) < 5.
Potom D = Dy U Dy € P{a,b) a plati

S(f, D) = s(f, D) = S(f, D1) + 5(f, D2) = (s(f, D1) + s(f, D2))

= (S(f, D1) = s(f, D)) + (S(f, D2) — s(f, D2))

e €
< 5 + 5
teda podla Darbouxovho kritéria f € #Z(a,b).

Dalej nech D € %{a,b) je také delenie, ktorého deliacim bodom je bod c. Potom
pre D; € Y{a,c) a Dy € D{c,b) plati

S(f,D) = S(f,Dy)+ S(f,Ds) > inf S(f,Dy)+ inf S(f, D)

D1e%{a,c) DyeZ{c,b)

/f )de + (% /f

kde posledné rovnost plynie z faktu, ze f € #Z(a,c) a f € Z{c,b). To ale znamen4,
ze mnozina hornych Darbouxovych stétov prislichajucich funkcii f a D € Z(a,b) je

:5’
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zdola ohrani¢ena ¢slom (%) [ f(x) dz + (%) [, * f(x) dz. Ak teraz zoberiem infimum
z oboch stran cez vsetky D € Z(a,b), tak

2 [@w= sz [rwars@ [ e

Analoglcky to uroblme pre dolne Darbouxove sucty, co povedie k nerovnosti
R) [ f(x)dz < (R) [} f(x)dz+ ( f f(x)dz, teda rovnost je dokazana. O

Poznamka 3.62. Opit vieme pomocou matematickej indukcie rozsirit platnost vety
pre kone¢ny pocet intervalov (urobte to!), t.j. ak oy, ag,...,a, € Ry, n € Na a; <
ay < - < ap, tak f € Z{ay, a,) prave vtedy, ked f € Z(a;_1,05), 1 =1,2,...,n a

plati ) |
%Kﬂmngﬁ%iMMx

Vieme, Ze novi funkciu mozeme ziskat z danych funkeii nielen pomocou operacii
s¢itania a nasobenia skalarom. O dalSich operaciach a ich vztahu k integrovatelnosti
bude hovorit nasledujica veta a jej dosledky.

Veta 3.63. Ak f : (a,b) — («a, 8) je Z-integrovatelnd na {(a,b) a ¢ : (o, ) — R je
spojitd na {(«, B), potom po f € % {a,b).

Doékaz. V prvom rade je potrebné si uvedomit, Ze ¢ o f je ohranicend, takze budeme
moct uvazovat horné a dolné Darbouxove stucéty pre funkciu p o f. Ak a = 3, tak f
je konstantna a veta plati trividlne. Podobne, ak ¢ o f je konstantnd, tiez nemame ¢o
dokazovat. Preto predpokladajme, Ze o < § a ¢ o f je nekonStantna.

Ak ¢ je spojitd na (a, 3), tak je rovnomerne spojita na («, 3), t.j. ku kazdému
g1 > 0 existuje 6 > 0, § < e také, ze pre kazdé tq,1s € («, ) také, Ze |t; — to] < 0, je
lo(t1) — p(t2)] < e1. Kedze f € #(a,b), tak podla Darbouxovho kritéria ku kazdému
n > 0, teda aj n = 42, existuje D € Z{(a,b), D = {xg, 11,...,7,} také, ze S(f, D) —
s(f,D) < % Prei=1,2,...,n ozna¢me

m; = inf f(z), M;=sup f(x), m;=inf(po f)(z), M =sup(po f)(z)

z€l; z€el; zel; z€el;

a uvazujme nasledujiice mnoziny indexov

Potom pre ¢ € A z rovnomernej spojitosti vyplyva, ze M — m! < e; apret¢ € B
plati M —m} < 2K, kde K = sup [(po f)(z)|. Taktiez

z€(a,b

n

6% > S(f,D) —s(f,D) = Z(MZ —my;)Azx; > Z(MZ —m;)Az; > 5ZA:EZ~,

i=1 i€B 1€B
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z ¢oho mame Y Ax; < §. Potom
1€B
n

S(¢o f,D)—s(po f,D) = Z(M; —m!)Az;

:Z( —m; Axl—kz *—m;)Ax;
€A i€EB
< €1ZAxi+2KZA.TZ’ <ei(b—a)+2K¢
i€A i€B
< 61(b—&+2K).

Ak zoberieme ¢ = ¢1(b—a+2K), tak podla Darbouxovho kritéria po f € Z(a,b). O

Priklad 3.64. Kompozicia dvoch Z-integrovatelnych funkcii nemusi byt %-
integrovatelna, teda podmienka spojitosti vonkajsej zlozky sa z vety neda vypustit.
Ak napriklad f(z) = p(x) (Riemannova funkcia) a ¢(x) = sgnz na (0, 1), tak obe st
Z-integrovatelné funkcie na (0, 1), ale (po f)(x) = x(z) (Dirichletova funkcia), ktora
nie je Z-integrovatelna, vid Priklad 3.7. To znamend, Zze Z-integrovatelnost zlozenej
funkcie moze pokazit uz jeden bod nespojitosti vonkajsej zlozky!

Dosledok 3.65. Nech f, g € %(a,b). Potom
(i) If] € #{a.b) a plati (%) [, f(x) da| < (%) [} | ()| do:

(i) f g€ 2(a,b);

(i) ak pre kazdé = € (a,b) je g(x) > 0 alebo g(x) < 0 a 1nf g(z) #0, sup g(x) #

x€(a,b) z€(a,b)

0, tak £ € Z(a,b).
g

Dokaz. (i) Kedze f € Z{a,b) a ©(t) = |t| je spojitd na R, z Vety 3.63 mame, ze po

= |f| € #(a,b). Druha ¢ast vyplyva z nerovnosti —|f(z)| < f(x) < |f(z)| pre kazdé
z € (a,b) a Vety 3.57, t.j. —(2) [ |f(z)|dz < (%) [ f(z)dz < (#) [ |f(z)]dz, ¢o
je ekvivalentné s nerovnostou ’(%) ff f(x) dx’ < (%) fab |f(z)|de.

(ii) Kedze fg = 3[(f + 9)* — (f* + ¢%)], staci ukazat, ze f? € #(a,b), ¢o viak
vyplyva z Vety 3.63 pre ¢(t) = 2.

(iii) Predpokladajme, ze g(x) > 0 pre x € (a,b) a nech m = infycip) g(2),
M = sup,c .y 9(x). Kedze m, M > 0, uvazujme funkciu o(t) = { na (m, M). Potom
z Vety 3.63 vyplyva, Zze p o g = é € %(a,b) a kedze 5 =f- é, z Casti (ii) plynie
tvrdenie. 0
(%) fab f(z) dx’ < (%) ff | f(z)| dx sa obvykle oznacuje
ako trojuholnikovd nerovnost. Ak ju aplikujeme na sacin funkcii f,g € Z{a,b) a
vyuzijeme vlastnost | f(z)g(z)| < M -|g(x)|, kde M = sup |f(z)|, potom dostaneme

x€({a,b)

/|f x)|de < M - ( )/ab\g(:c)\dx.

Poznamka 3.66. Nerovnost

uzitoény odhad
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Vo Véeobecnosti neexistuje rozumny vzfah medzi (%) [ ’ f(z)dz, (Z) f;g(x) dz
f f(x)g(z)dz. Coskoro totiz budeme schopm zistit, Ze %7) fol 2vdr =
fo xe” d:c = 1, ale ( fo 222e® dz = 2e — 4, ¢o je transcendentné &slo.

Priklad 3.67. Dokéite, 7e | ) i

dx’ < . PodTa trojuholnikovej nerovnosti

2 r—3 ‘x— ’ 2 Tog
R —2 dz| < (% 2 d
‘( )/0 2t cosz ( )/0 2+cosx = (# )/0 2t cosz

ale pre kazdé = € (0, 7) je 2+ cosx > 2, a preto z monoténnosti Z-integralu

P Iy 1 §<7r 17 2212 2
2" qr<= o = |zz—-| ==
(‘%))/0 2+cosxdx—2(‘%)/0 2 x> dr=513%"3 16’

kde vypocet posledného Z-integralu sme previedli na vypocet .4 -integralu.

Poznamka 3.68. Ak |f| € #(a,b), potom nemusi platit [ € Z(a,b) (ako kontra-
1, 2eQn(0,1)

priklad mézeme uviest funkciu f(x) = )
—1, inak

— zdovodnite!).

Poznamka 3.69. Vzhladom na linearitu Z-integralu moézeme povedat, ze Z(a, b) je
vektorovy priestor nad R. Ak k tomu priddme monoténnost Z-integralu, tak zobra-
zenie A : f — (%) fabf(x) dz, kde f € Z(a,b), je linedrny funkciondl na vektorom
priestore #{a,b). Kedze aj sucin dvoch Z-integrovatelnych funkcii je z priestoru
{a,b), potom priestor Z(a,b) je algebra.

Dalsie rozsirenie pojmu Z-integralu vychadza z nasledujicej ivahy: V definicii
a vlastnostiach integrélu (%) fab f(z) dz doteraz vzdy bolo a < b, ako to vyplyvalo
z podstaty intervalu (a, b). Rozsirme tento pojem na dalsie pripady.

Definicia 3.70. Ak [ je definované v bode a, potom definujeme (%) [ f(z) dz =
Ak f € #Z(a,b), potom

%)/baf(x)dx:—(%)/abf(x)dx, a <b.

Tieto definicie su1 korektné a prirodzené. V prvom pripade, t.j. ak a = b, uvazme,
ze pre kazdé D € P({a,b) st ¢iastoéné intervaly tohto delenia body (navzajom rovné)
a ich dlzky Az; = 0. Preto S(f, D) = s(f, D) = #(f, D,Z) = 0, a preto je namieste
rovnost (Z) [ f(x)dz = 0.

V druhom pripade sa integrélny sucet pre Z-integral (# f ’ f(z) dz lisi od integ-
ralneho stactu pre ( fb x) dx len opaénym znamienkom, a preto aj limity tychto
integralnych suctov sa lisia len opacnymi znamienkami.

Platnost celého radu viet odvodenych v predchadzajicich ¢astiach sa d& bezpro-
stredne vidief (napr. Veta 3.55), bez obmedzenia a < b. Iné platia pre a > b v mensej
modifikacii, ktoru si ¢itatel (aj menovatel) v pripade potreby moze lahko urobit.
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"« Ulohy na precvicenie

<& Ako je to s Z-integrovatelnostou funkcie p o f, ak f € €(a,b) a ¢ € #(a,b)?

<& Moze byt sucet (sticin) Z-integrovatelnej a ohranicenej nie Z-integrovatelnej fun-
kcie Z-integrovatelny?

<& Znézornite Vennov diagram pre nasledujice triedy funkcii na (a,b): spojité, mo-
noténne, ohranicené a %—integrovatel’né'

<> Dokazte, ze ak |f| € Z(a,b) f |f(z)|dx = 0, tak f € Z({a,b) a plati
fa f(z)dz = 0!
<& Dokézte, ze ak f, g € Z(a,b), tak max{f, g} € #(a,b)!

< Dokézte, ze 3 < (%) 01 é“”go dz < 2!

3.5 Z-integral ako funkcia hornej medze

Ak funkcia f je ohrani¢end na (a,b), potom je ohranicend na kazdom podintervale
(a,x) pre z € (a,b). Ak naviac je tato funkcia Z-integrovatelna na (a, by, potom podla
Vety 3.61 je Z-integrovatelna aj na (a, x) pre kazdé = € (a, b). Hodnota integralu teda
zé&visi od polohy bodu z v intervale (a, b) a podla nasich doposial intuitivnych geomet-
rickych predstav dava aktualnu hodnotu obsahu utvaru pod grafom funkcie f. To
znamena, ze uvedeny integral je funkciou premennej z, ktora je deﬁnované na (a b)
Preto je prirodzené pytat sa na vlastnosti takejto funkcie F'(x f f(t)

ktort nazyvame funkciou hornej medze (alebo funkciou svojej horneJ hramce)

y=f(t)

Veta 3 7 1 (fundamentélna veta integralneho kalkulu). Necha < b, f € %#{a,b)
a F(x ) [T f(t)dt, x € (a,b). Potom

(i) F € Cf(a, b), kde v koncovych bodoch intervalu (a,b) uvaZujeme jednostranni
spojitost;

(ii) ak f je spojita v bode xy € (a,b), potom F je diferencovatelnd v xy a plati
F'(x¢) = f(x0), kde v koncovych bodoch {(a,b) rozumieme jednostranni spojitost
v predpoklade a jednostranni diferencovatelnost v tvrdent.
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Dokaz. (i) Ak f € Z(a,b), tak podla Vety 3.40 existuje L > 0 také, Zze pre kazdé
z € (a,b) je | f(z)] < L. Potom pre Tubovolné € > 0 a x1,x2 € (a,b) je

W@n—ﬂmﬂ=%@£mﬂww—@y[3um4=kﬁéfﬂwﬂ
g(@)/xQ\f(t)\dtgL-(%)/zQ dt = Loy — 1o < .

1 1

Ak teda polozime § = %, potom ku kazdému ¢ > 0 existuje 6 = & > 0 také, Ze

pre kazdé z1, xs € (a,b) také, ze |x; — xo| < § plati |F(z1) — F(22)| < €, ¢o znamen4,
ze F je rovnomerne spojitd na (a,b), a teda podla Heineho-Cantorovej vety spojita
na (a, b).

(ii) Ak f je spojita v bode zy € (a, b), tak ku kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 také,
ze pre kazdé t € (xg— 9,9+ ) N {a,b) plati |f(t) — f(xo)| < . Uvazujme zy € (a,b),
pre krajné body je postup analogicky. Potom pre kazdé x € (xg — 0,29 + ) N {a, b)
méame

F(x) — F(xo)

T—1x0 flwo)| = |- _1% ((%’) /j f(t)dt — (%) :O f@)dt — f(zo)(z — xo)) ‘
N x_lxo ((%’) /z:f(t) dt — (%) :0 f(xo)dt>‘
RE _1350 (<%’> /m:<f<t> ~ f(w0)) dt) '

IN

< L(%)/ dt = —°  |o—a| =,
T xo

|z — 0| o

teda ku kazdému e > 0 existuje 0 > 0 také, ze pre kazdé x € (zg — 0,29 + 0) N (a,b)
plati

F(x)—F F(x)— F
PO =P )| <o, . Plao) = tim ZOZTE) gy
T — Xo T—T0 T — X
a teda F' je diferencovatelna v x. O

Poznamka 3.72. Analogické tvrdenie plati pre funkciu G(z) = (%) ff ft)dt =
—(Z) [, f(t)dt. Vsimnime si, ze ak f € €(a,b), tak Cast (ii) vlastne hovori, Ze
F € €{a,b), t.j. derivacia funkcie F' je spojita funkcia (alebo tiez F je spojite dife-
rencovatelnd)! Veta 3.71 sa niekedy zvykne oznacovat aj ako Torricelliho”-Barrowova®
veta. Prvé publikované pojednanie o fundamentélnej vete (v ziZenej platnosti) patri
JAMESOVI GREGORYMU?. Nezavisle sa otdzkami kalkulu zaoberal Torricelli, ktory je

znamy hlavne vdaka objavu barometra!® v roku 1644. Isaac Barrow pravdepodobne

"GIOVANNI EVANGELISTA TORRICELLI (1608-1647), ¢itaj , Torideli“

8Isaac BARROW (1630-1677)

9JAMES GREGORY (1638-1675)

OTORR je vo fyzike jednotka tlaku pomenovani na poéest Torricelliho, avSak od roku 1980
je uz neplatnd, pretoZe sa namiesto nej pouZiva jednotka tlaku ststavy SI pascal (Pa), prepocet
1 TORR=133,322 Pa.
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ako prvy dokézal vseobecnu verziu tejto vety v roku 1670, avSak az Barrowov ziak
Isaac Newton dokoncil vyvoj potrebného matematického aparatu k jej uspokojivému
dokazu. Gottfried Leibniz zasa systematizoval poznatky do reci infinitezimalnych ve-
liéin (tzv. Leibnizov charakteristicky trojuholnik).

Poznamka 3.73. Spojitost funkcie f v bode zy € (a,b) sa nedd z predpokladov
Vety 3.71 vynechaf. Sta¢i uvazovat funkciu f(z) = sgnz na (—1,1) a bod zo = 0.
Potom F(x) = (%) [*,sgntdt = |z, a teda F nie je diferencovatelnd v bode o = 0.

Fundamentélna veta integralneho kalkulu méa pre nas velky vyznam, pretoZze mé
za nasledok niekolko dolezitych dosledkov, ktoré teraz uvedieme.

Dosledok 3.74. Ak a<ba f:{ab) — R, tak f( 1 (% ) [T f(t)dt). Ak F je
primitivna funkcia k f na (a,b), potom F(x f f t)dt + F(a).

Priklad 3.75. Vypocitajte limitu

- (%) [, cost? dt'

z—0 X

KedZe funkcia f(t) = cost? je spojité na R, potom podla fundamentélnej vety integ-
ralneho kalkulu je funkcia F(z) = (%) [, cost® dt diferencovatelns na R. Dana limita
je typu ,,0‘ , a teda podla L’ Hospltalovho pravidla plati

R) [ cost?dt 4 ((R) [ cost?dt 2
lim ) Js — lim 4= (( ){? ) i S
w0 x z—0 dx'r r—0 1
Poznamenajme, Ze funkcia C(z) = (Z) fox cost?dt sa zvykne ozmacovat ako Fres-

nelov!! integrdl a je prikladom neelementérnej (transcendentdlnej) funkcie, ktora sa
pouziva v optike.

Nasledujica veta je slibenym tvrdenim, ktoré sme pouzivali zatial bez dokazu.
Jednak je doélezita z teoretickych pric¢in a zaroven ukazuje, ako primitivnu funkciu
k spojitej funkcii hladat — ako Z-integral s premennou hornou hranicou integrovania.
Spomenme, Ze toto tvrdenie poznal uz Cauchy v roku 1823 (samozrejme v suvislosti
so svojim integralom).

Veta 3.76 (o existencii primitivnej funkcie k spojitej funkcii). Ku kaZdej
spojitej funkcii f na {(a,b) ezxistuje primitivna funkcia na (a,b).

Doékaz. Ak f € €(a,b), tak f € %(a b} vid’ Veta 3.41. Podla fundamentalnej
vety integralneho kalkulu je funkcia F'(x ) [ f(t)dt diferencovatelna na (a, b)
a F'(x) = f(z) pre kazdé x € (a,b), t.]. F je prlmltlvnou funkciou k f na (a,b). O

Doteraz sme uviedli mnozstvo tvrdeni tykajucich sa Z-integralu, ktoré vsak ne-
déavali odpoved na otazku jeho vypoctu (videli sme, Ze z definicie je vypocet znacne
komplikovany). Nasledujica veta ndm podstatne zjednodusi vypocet niektorych %-
integralov tak, ze ho prevedieme na .4 -integral.

1 AUGUSTIN-JEAN FRESNEL (1788-1827), ¢itaj ,Frenel
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Veta 3.77 (o vzfahu %- a ./ -integralu). Ak f € Z{a,b) N A {a,b), potom
@) J! f(z) do = (A) [0 f(z) do.

Dokaz. Ak f € 4 (a,b), tak existuje primitivna funkcia F' k f na (a,b), ktora je
diferencovatelnd, a teda spojitd na (a,b). Na druhej strane, ak f € %Z(a, b), uvazujme
normalnu postupnost deleni D,, = {zon, T1n, - - ., T, »} intervalu (a,b). Zo spojitosti
F na (a,b) vyplyva jej spojitost na kazdom ¢iastoénom intervale (z;_1,,%in), @ =
1,2,...,1, a podla Lagrangeovej vety pre kazdé n € N existuje &, € (Ti—1.n,Tin)
také, 7e F(xz,n) - F(:L‘i—l,n) = F,(gi,n)(xi,n - xi—l,n) = f(gz,n)(xz,n - xi—l,n)‘ Scitanim
cez vSetky ciastocné intervaly potom dostavame

ln

In
Z(F(‘T@,n) - F(xi—l,n)) = F(xln,n) - F($0,n) = F(b) - F(CL) = Z f(&,n)sz‘,na
i=1 =1

¢ize F(b) — F(a) = L(f,Dpn,E,). Kedze f € Z{a,b), z Vety 3.35 pre kazdu

normalnu postupnost deleni (D,)* € Z(a,b) a kazdy vyber reprezentantov =,
z delenia D,, (teda aj pre &, € =,) plati lim .“(f, D,,=,) = (%) fabf(:c) dz a

kedze (A) fab f(z)dx = F(b) — F(a), limitnym prechodom n — oo dostavame
() [, f@)de = () [, () da. O

Poznamka 3.78. V suvislosti s Vetou 3.77 sa v literature ¢asto mozeme stretnif
s vyrazom Newtonova-Leibnizova formula v tvare F(b) — F(a) = (%) fabf(x) dz.
Spomenme, ze autormi tejto formuly nie si ani Newton, ani Leibniz. Ako uz bolo
spomenuté vyssie, prvy toto tvrdenie dokazal Isaac Barrow, ktorého mdzeme pova-
zovat za predchodcu diferencidlneho a integralneho poctu, pretoZze znacne ovplyvnil
Isaaca Newtona svojimi pracami o doty¢niciach.

Hned na uvod treba Citatela schladif, aby tvrdenie Vety 3.77 prili§ neprecetioval.
Sa v nej totiz dva ddlezité predpoklady: #Z- a .4 -integrovatelnost (t.j. existencia pri-
mitivnej funkcie), ktoré st inak nezavislé. Nedd sa teda pomocou nej pocitat kazdy
Z-integrdal! Dokonca neuspejeme ani s relativne jednoduchym rozsirenim na zovse-
obecnent primitivnu funkciu (vid zédverecné poznamky k .4 -integralu v Kapitole 2) a
zovSeobecneny Newtonov-Leibnizov vzorec, pretoZe nie kazda Z-integrovatelné fun-
kcia ma zovSeobecnentl primitivnu funkciu (napr. Riemannova funkcia), avSak az
do takychto detailov zachddzat nechceme.

Na Obr. 3.13 vidime cely ,rodokmen“ tvrdeni, ktoré si potrebné k rigoréznemu
dokazu Vety 3.77 (poznamenajme, Ze je to myslené pre spojité funkcie na uzavre-
tom intervale). Dovolime si tvrdif, Ze keby o tomto rodokmeni vedeli v druhej po-
lovici 17. storocia, asi by nenasli dostatoénii odvahu sformulovat a pouzivat tuto
formulu. Taktiez si mdZeme vS§imnut naddhernt prepojenost jednotlivych casti real-
nej analyzy poc¢ntc jej vybudovanim, cez postupnosti, funkcie a ich vlastnosti, dife-
rencidlny az po integralny pocet. Treba zdoraznit, Ze tento rodokmen si nezaklada
na svojej uplnosti, t.j. nezahfna Uplne vSetky cesty, akymi sa je mozné dopracovat
k dokazu Newtonovej-Leibnizovej formuly, ako ani vSetky moznosti dokazov jednotli-
vych tvrdeni na zéklade inych (resp. vSetky implikacie). Do zna¢nej miery ale odraza
myslienky dokazov jednotlivych tvrdeni tak, ako ste sa s nimi stretli pocas prvych
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redlne Cisla, axiéma o hornej hranici,
limita postupnosti

e B

Heine Cauchy-Bolzano limita a nerovnosti rastica v bode operécie s limitou
Bolzano-Weierstrass Bolzano monoténnost Rolle
Veta 3.57
Heine-Cantor Weierstrass Lagrange aditivita
Veta 3.61
triedy Cauchy
Veta 3.41 Désledok 3.86

T~ |

Newtonova-Leibnitzova formula
Veta 3.77

Obr. 3.13: ,,Rodokmerni“ tvrdeni na dokaz vztahu medzi #- a .4 -integralom

dvoch semestrov matematickej analyzy. Pripomenme tiez, ze skratky tvrdeni uve-
dené na Obr. 3.13 znamenaju v pripade mena vetu s prislusnym nazvom (napr. meno
,Weierstrass“ odkazuje na Weierstrassovu vetu o ohranicenosti a vetu o maxime a
minime spojitej funkcie na uzavretom a ohrani¢enom intervale), zatial ¢o ostatné
skratky bez mena a/alebo ¢isla vety z tohto textu odkazuji na nasledujice tvrdenia:

operacie s limitou ... veta o zakladnych operaciach s limitou postupnosti
limita a nerovnosti ... veta o zachovavani nerovnosti medzi ¢lenmi postupnosti

limitnym prechodom

Poznamka 3.79. Geometricky sa vzfah medzi .4 -integralom a Z-integralom (resp.
Newtonova-Leibnizova formula) dé interpretovat nasledujicim spésobom: Z-integrdl
(%) f;f(x) dz sa rovnd prirastku primitivnej funkce F(x) na intervale (a,b), vid
Obr. 3.14 (poznamenajme, Ze obidve funkcie mézu byt definované na SirSom intervale
ako sme poznamenali v Kapitole 2). Mézeme tiez vidiet, Ze tento vztah umoziiuje
za istych predpokladov (napriklad pre spojité funkcie) formulovat vety diferencidlneho
kalkulu ako vety integralneho kalkulu a naopak, vid tiez Poznamku 3.89.

Dalsim zaujimavym zistenim je, Ze ak f je kladna funkcia na (a, b), tak primitivna
funkcia F' (ak existuje) je rasttca. Naozaj, kedze F'(z) = f(x) > 0 pre x € (a, b), tak
F je rasttca funkcia na (a,b). Z naSej intuitivnej predstavy (Z-integral ako plocha
pod grafom — vid motivacia zo zaciatku kapitoly) to znamend, Ze pri zafixovanej
dolnej hranici a a zvac¢sujucej sa hornej hranici b sa hodnota Z-integralu zvicsuje,
t.j. F musi rast, aby sa zvii¢Soval prirastok F'(b) — F(a), vid Obr. 3.14.
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Obr. 3.14: Vztah medzi #Z- a 4 -integralom — geometricka interpretacia

Na zéklade Vety 3.77 mozZeme pouzZivat metody vgpoctu pre A -integral (per par-
tes a substituénd metéda) na vgpocet Z-integralu iba ak vieme, Ze oba tieto integ-
raly existuji (zdovodnite teraz poriadne ich pouzitie v Priklade 3.37 a 3.59). D4 sa
viak ocakavat, Ze uvedené metédy maju vSeobecnejsiu platnost (formuléciu) pre Z-
integrél, ¢o je skuto¢ne pravda, avSak to nebudeme robit, ani to nebude mat velky
vplyv na riesenie prikladov.

Priklad 3.80. Ak f € € (a,b), potom f € Z(a,b) (vid Veta 3.41) a f € A (a,b)
(vid Veta 3.76), teda (%) fabf(:c) dr = (A) fab f(x)dz (vid Veta 3.77). Vseobecne
o vztahu Z-integralu a .4 -integralu pre nespojité funkcie nevieme vela povedat, ako
o tom referuju nasledujice priklady.

e Prikladom funkcie f € Z(a,b) \ A (a,b) je f(x) = sgnzx pre kazdy interval
(a, by obsahujuici bod 0. Inym prikladom je Riemannova funkcia p na (0, 1).

e Funkcia f(z) = % nie je Z-interovatelna na (0, 1), pretoze nie je ohranic¢ena
na (0, 1). AvSak existuje .4 -integral, pretoze

1
1
N ——dx =12 1_ 2
) [ Jmdr=pva -2
teda f € A (a,b) \ #(a,b). Existuju aj priklady ohrani¢enych .4 -integrova-
telnych funkcii, ktoré nie si Z-integrovatelné, ale konstrukcia takychto prikla-
dov je nad ramec preberaného uéiva (spomenme len, ze priklad takejto funkcie
skonstruoval uz v roku 1881 Vito Volterra).

e Zrejme Dirichletova funkcia y je prikladom (ohranicenej) funkcie, ktora nie je
ani Z-integrovatelnd, ani .4 -integrovatelna na Iubovolnom intervale (a, b).

V nasledujicom ilustrujeme dva praktické désledky fundamentéalnej vety integral-
neho kalkulu. Prvy pojednéva o tvare zvysku pre Taylorov polyném, druhy nam pri-
blizi jednu uzitocnt metédu pocitania niektorych integralov, tzv. derivovanie pod zna-
kom integralu.
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Poznamka 3.81. Naozaj, ak (n + 1)-krat diferencovatelni funkciu f na okoli bodu
xo zapiSeme v tvare

f(x) = f(x0) + (@) / Cpde

a na posledny Z-integral aplikujeme metédu per partes (zdovodnite korektnost tohto
pouzitia!) na funkcie v'(t) =1 a v(t) = f'(t), potom

(@) = Jlao) = [lo = OF O, + (@) [ (=05 @) de

Zo
x

— F0) + (& — 20) f'(20) + () / (x — 1) f"(t) dt,

o

kde sme oproti ,klasickym prikladom“ pouzili primitivnu funkciu u(t) = —(z — t),
kde z je teraz konstanta. Ak na posledny Z-integral opif aplikujeme metédu per
partes pre funkcie v/(t) = x —t a v(t) = f"(t), dostaneme

$o) = flao) + (o= a0) (o) + )+ 0) [ O ar

Pokrac¢ovanim (n — 2)-krét dostéavame
f(l‘):ZT(ZL‘—I'()) +(%) OT(I'—t) dt,
i=0 r

kde v zmysle Taylorovej vety posledny Z-integral nie je nic¢ iné ako zvysok R, po n-
tom Taylorovom polynome T,,.

Poznamka 3.82. Fundamentalna veta integralneho kalkulu sa dé rozsirit roznymi
smermi. Jednym z nich je zaujimava metoda tzv. derivovania pod znakom integralu.
Predstavme si, Ze chceme vypocitat nasledujtci integral

1.6
<%>/x L,
0

Inz

kde ¢ > —1 je parameter. MdZeme si vSimnuat, Ze vysledok nasho snaZenia bude
funkcia g(t) zévisiaca od tohto parametra, t.j. vo vSeobecnosti mame

o(t) = (#) / f(xt)de,

pricom —oo < a < b < 400 (s pripadom intervalu nekonec¢nej dlzky sa stretneme
v Kapitole 5) a funkcia f(x,t) je ohrani¢ena pre kazdia hodnotu (vhodného) parametra
t (aby sme sa vobec mohli bavit o jej Z-integréli, hoci vieme, Ze to nie je postacujica
podmienka jeho existencie!). Teraz sme trosku v delikdtnej situdcii, pretoze predbie-
hame sled kurzov: totiz s tedriou realnych funkeii viacerych (v nasom pripade dvoch)
realnych premennych sa stretnete az neskor. Povazujte to teda za motivaciu a po-
trebu zapisania si tohto kurzu. Predpokladajme teda na chvilu, Ze v nasom priklade
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je funkcia ¢g dand integralom diferencovatelna. Potom ,sedliacky rozum* kaze pocitat
jej derivaciu nasledujicim spésobom

J(t) = % ((@) /01 xin;l dx) — (@) /01% <°””In_x1) dz = () /01 5”;1;33 dz
— (%)/letdx:(ﬂ/)/olxtdx: VHT L

o 1+t

Kedze ¢'(t) = l%rt, tak integrovanim oboch stran sa Tahko dopracujeme k vysledku

g(t) = In(1 4 t) + c¢. Konstantu ¢ ziskame napr. polozenim ¢t = 0, z ¢oho potom
g(0) = 0 = c. Uhrnom teda mame

Lat —1
(%)/ de =In(1+1¢), t>-1.
o Inz

Avsak bolo nase pouzitie ,sedliackeho rozumu“ matematicky korektné? Najdolezitej-
sou otazkou je pouzitie zameny derivacie a integralu, ktory sme v nasom vypocte
urobili. Ako to uz obvykle v matematike byva, vo vSeobecnosti to nemozeme urobit,
avSak skonstruovanie kontraprikladu nie je ani také komplikované, ako zdlhavé. Preto
sa v nasledujicom tvrdeni uspokojime iba so stanovenim postacujucich podmienok,
kedy je tato zdmena mozné bez prislusného dékazu.

Tvrdenie 3.83. Nech pre funkciu f : (a,b) x T'— R platia nasledujice podmienky:
(i) pre kazdé t € T je |f(z,t)| < A(z) a |Sf(2,1)| < B(z), kde A, B € %{a,b);
(it) f(z,t) a $f(z,t) si spojité funkcie na (a,b) x T.

Potom pre kazdée t € T plati

% ((%’) /abf(x,t) dx) = (%) /ab% (z, ) da.

Poslednéa rovnost sa zvykne oznacovat ako derivovanie pod znakom integrélu. Ko-
rektnejsie by sme ho mali zapisat pomocou parcidlnych derivacii vo vnitri integralu,
ale s tymi sa stretnete az v dalSom semestri (jednoducho povedané funkciu derivu-
jeme vzhladom na premennu ¢, kde vSetky ostatné vyrazy obsahujice premenni x
povazujeme za konsStanty). Struc¢ne, pre derivovanie pod integralom potrebujeme za-
bezpecit ohranifenost spojitych funkcii f(z,t) a & f(z,t) dvoma Z-integrovatelnymi
funkciami nezavislymi na parametri ¢t. Overte splnenie uvedenych podmienok v pred-
chadzajucom priklade.

Poznamka 3.84. Po vybudovani potrebného aparatu je vhodné sa k tejto metdde
vratit, pretoze umoznuje vypocitat niektoré dolezité integraly, ktoré sa daju klasic-
kymi metédami len fazko spocitat, ako napr.

o : o0
sin 2
/ dx, / e "2 dz.
0 x —00

Taktiez viacero dolezitych funkcii je danych v tvare takéhoto integralu zavislého na pa-
rametri, napr. mnohé integralne transformacie (Fourierova, Laplaceova), Speciélne
funkcie (Eulerova Beta a Gama funkcia) a dalsie.
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Dif

5 Mon

Spoj

Prim

Obr. 3.15: Diagram mnozin

Pocas tohto kurzu sme sa mali moZnost stretnit s niekolkymi tvrdeniami, ktoré
sa daju sformulovat v tvare inkltzie délezitych tried funkcii. Zhrnieme niektoré z nich
a znazornime pomocou Vennovho diagramu.

Pre reélne funkcie definované na (a,b) postupne ozna¢me

Mon ... mnozinu vSetkych monoténnych funkcii
Dif ... mnozinu vSetkych diferencovatelnych funkcii
Spoj ... mnozinu vSetkych spojitych funkecii
% ... mnozinu vSetkych Z-integrovatelnych funkcii
Prim ... mnozinu vSetkych funkcii, ktoré maju primitivnu funkciu.

Pripomenme vysledky, ktoré pozname: Mon C % (Veta 3.41), Spoj C #Z (Veta 3.41),
Dif C Spoj (z diferencidlneho poc¢tu) a Spoj C Prim (Veta 3.76). Tieto implikicie
mozno ilustrovat diagramom na Obr. 3.15. Kazd4 z mnozin Mon, Dif, Spoj, #Z a Prim
je znézornena obdlZnikom, pri ktorého Tavom rohu je oznadenie prislusnej mnoziny.
Zaujima nds, ¢i existuju implikacie (inklazie), ktoré sme pri kresleni z neznalosti
nezohladnili, a ktoré by diagram zjednodusili. Zial, odpoved je zdporné, pretoze kazda
z oblasti 1-9 predstavuje neprazdnu mnozinu funkcii. Nemal by preto byt pre ¢itatela
problém n&jst priklad funkcie patriacej do kazdej zo zodpovedajicich mnozin.

"4 Ulohy na precvicenie
& Existuje v ,rodokmeni® na Obr. 3.13 vetva, ktorou sa dokdZeme dopracovat

k Newtonovej-Leibnizovej formule pre nespojité funkcie?

& Kde sa v danom diagrame na Obr. 3.15 nachadza ,,Newtonovo-Leibnizovo kralov-
stvo“?

<& Nech f € €(R), funkcie g, h st diferencovatelné na R a a € R. Urcte

d 9(x) d a
— <(gz’) o) dt) a @((‘@) » £(1) dt).
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< Vypocditajte integral

(@) /O“ In(1 + ax) .

1+ 22

<& Vysledok prace snazivého poctara je nasledovny

g 1 g 1 g 1
) [ —dr= dr = (%
( )/0 1+ sin?x 7= o cos2x + 2sin’x = (%) o cos?z(1l+ 2tg’r)
substiticia
B t=tgx B ° 1 B
Clz=0=t=0 _(‘%)/0 1+2t2dt 0-

r=m=1t=0

Jeho spoluziak vsak namieta, Ze to nie je dobré, lebo integrand je spojita a kladna
funkcia a podla Vety 3.57 aj hodnota Z-integralu z tejto funkcie musi byt kladna.
Kto ma pravdu a kde je v uvedenom vypocte chyba?

3.6 O strednych hodnotach integralneho poctu

7 intuitivnej predstavy Z-integralu vieme, ze plosny obsah ttvaru ohranic¢eného gra-
fom spojitej nezédpornej funkcie f na (a,b) a priamkami © = a,z = bay = 0, je
dany ¢islom (%) fab f(z) dx. D4 sa teda ocakavaf, Ze tento obsah sa bude daf vtesnaf
do nejakého obdlznika so zakladiiou b—a a vyskou, ktora bude rovna hodnote funkcie
v nejakom bode £ € (a,b) tak, aby platilo (%) ff f(z)dz = f(&)(b— a), ako o tom
pojednéava obrazok.

Ya Ya

M
=2 (% f f(z)dx
1) -
m
a ; %

Tato nazorna skutocnost sa d4 sformulovat presne a omnoho vSeobecnejsie.

Veta 3.85 (prva veta o strednej hodnote integralneho poctu). Nech f,g €
H(a,b) a pre kazdé x € (a,b) je g(x) > 0. Potom existuje « € R, m < o < M, kde
m= inf f(z), M = sup f(x), také, Ze

x€(a,b) z€(a,b)

/ f(z a- (Z) /abg(x) dz.
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Doékaz. KedZe pre kazdé z € (a,b) je m < f(x) < M, potom mg(z) < f(z)g(x) <
Mg(z), a teda podla Vety 3.57 a 3.55 plati

m-(gz)/ab Jdo < ( /f dx<M(%)/abg(x)dx.

Z Vety 3.57 tiez plynie, ze (%) fa g(x)dz > 0. Ak (%) f;g(x) dz = 0, tvrdenie vety
je trividlne. Nech teda (%) fbg () da > 0. Potom

_ (@) [, f@)g(x) du
(%) fgx)dx

ffx)
%) [, 9(x)

Dosledok 3.86 (Cauchy 1821). Nech g € %(a, b} a pre kazdé z € (a,b) je g(z) > 0
alebo g(z) < 0. Ak f € €(a,b), potom existuje £ € (a, b) také, ze

— Y

O

teda hladané &islo o ma tvar a =

%) / f(@)g(x) de = £(€) - (@) / o(x) da.

Doékaz. Ak f(x) = ¢ na {(a,b), potom tvrdenie plati trividlne. Nech teda f nie je
konstantné na (a,b). Podla Weierstrassovej vety funkcia f nadobuda na (a,b) svoje
maximum a minimum, ozna¢me ich M a m. Z %—integrovatel’nosti f na (a, b} a z prvej
vety o strednej hodnote existuje a € R, m < o < M také, Ze ( f f(z)g(z)dz =

RX) fabg(x) dz. Z Darbouxovej vety pre spojita funkciu f na <a, b) potom Vyplyva,
ze existuje & € (a,b) také, ze a = f(§). O

Déosledok 3.87. Ak f € € (a,b), potom existuje £ € (a,b) také, ze

1 b
=) [ fa)s

Poznamka 3.88. Predchadzajuci désledok mé spominany nazorny geometricky vy-
znam z Gvodu tejto casti. Cislo - (%) fab f(z) dx sa zvykne oznacovat ako strednd
hodnota funkcie f na intervale (a,b). Poznamenajme, Ze ide este stale o vSeobecnejsi
vysledok nez v motivacnom priklade, pretoze nepredpokladdme nezapornost funkcie
f. Uvedené ¢islo sa tiez zvykne nazyvat aritmeticky integrdlny priemer funkcie f
na intervale (a, b).

Poznamenajme, Ze v uvedenom désledku mozno namiesto £ € (a, b) pisat silnejsie

¢ € (a,b). Naozaj, ak ( f f(z)dz = f(a)(b— a) a nech neexistuje £ € (a,b) také,

X) f; f(z)dz = f(f)(b —a). Potom pre kazdé x € (a,b) je f(z) # f(a) (lebo f
je spojitd a plati Darbouxova veta), napr. nech f(x > f(a)). Potom ale dostavame
spor, pretoze (%) fab f(z)dx > f(a)(b— a).

Pre nespojité funkcie Ddsledok 3.87 neplati! V Priklade 3.15 sme videli, ze
(Z) |, ' sgn:cdx = —1. KedZe strednd hodnota funkcie sgnz na intervale (—2,1)

f(&) =

je rovna — 3, neexistuje & € (=2, 1) také, ze sgn& = —%, teda strednd hodnota nie je
funk¢énou hodnotou.
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Y,

fry=zsinzx

fE) =1 - f= - =

Obr. 3.16: Strednd hodnota funkcie f(x) = xsinz na intervale (0, 7)

Poznamka 3.89. Pri diferencidlnom pocte sme mali kapitolu s rovnakym nazvom.
KedZe integralny a diferencidlny pocet spolu tizko stvisia a kedZe sme uz spomenuli
moznost formuldcie niektorych tvrdeni z integralneho poc¢tu na tvrdenia diferencial-
neho poctu, d4 sa ocakavat, Ze existuje stvis medzi tymito strednymi hodnotami.
Naozaj, tvrdenie Ddésledku 3.86 je len Specidlnym pripadom Cauchyho vety o stred—
nej hodnote dlferen(:1alneho poctu aplikovanej na funkcie F'(z f f(@)

a G(x f g(t) dt (zdovodnite!). Z toho potom Vyplyva ze Dosledok 3 87 je
JeJ spemalnym prlpadom resp. mozeme tiez pouzit Lagrangeovu vetu pre funkciu

) [ f(t)dt (zdovodnite!).

Priklad 3.90. Vypoditajte stredntt hodnotu funkcie f(x) = z sin x na intervale (0, 7).
Hladant hodnotu vypoditame ako

1 T 1 T 1 T
—(%))/ xsinxdr = —(JV)/ rsinxdr = — ([—xcosx]g+ (JV)/ cosxdx)
T 0 T 0 T 0
1 . .
= —(m—0+sinm —sin0) = 1,
™
kde na vypocet integralu sme pouzili metédu per partes na funkcie u(z) = z a

V'(z) = sinx. Teda f(§) = 1. Takychto ¢isel modze v danom intervale existovat aj
viac, pretoze f(0) = f(m) = 0a f(}) = 5 > 1, teda v tomto pripade existuji dve,
vid Obr. 3.16.

Niekedy je vyhodné vyjadrit (# f f(z)g(z) dz aj v pripadoch, ked nepredpokla-
ddme nezapornost, resp. nekladnost funkcue g Urmtym zovseobecnenim prvej vety
o strednej hodnote je nasledujtce tvrdenie, ktorého autorom je pravdepodobne Paul
Du-Bois Reymond.

Veta 3.91 (druha veta o strednej hodnote integralneho poctu). Nech f je
monotonna na (a,b) a g € %#{a,b). Potom existuje £ € (a,b) také, Ze

b ¢ b
%) / f(2)g(z) dz = f(a) - (#) / o(x)dz + F(b) - (%) /g o(x) da.
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Dokaz. Dékaz urobime za silnejsich predpokladov spojitosti funkcii f, g (avsak stéle
predpokladdme monoténnost funkcie f), dokaz povodného tvrdenia vid [9]. Zo spoji-
tosti g na <a b} Vyplyva %- integrovatel’nost’, a teda existuje spojita a diferencovatelné
funkcia G(x ) [T g(t dt na (a, b). Podla Vety 3.77 o vztahu %- a .4 -integralu

mozeme na mtegral f f(z)g(z) dz pouzit metédu per partes, ¢im dostavame

%) / f(@)9(x) de = [f(@)G @)’ — (@) / 1(2)G(x) du

Podla prvej Vety 0 stredneJ hodnote 1ntegralneho poctu (zdovodnite!) existuje & €

{a,b) také, ze ( f f(2)G(x)dx = f f'(z)dz = G(&)(f(b) — f(a)). Dosa-

denim dostédvame

b
%) / f(2)9(z) de

F(@)G(x)]a — GE)(f(b) — f(a))

f)G(b) = G(E)(f(b) — f(a))
f(@)G (&) + F(D)(G(b) — G(¢))
/(

3 b
0) - (%) / o(x)dz + F(b) - (%) /g o(z) d,

—

¢o sme chceli dokézat. I

Poznamka 3.92. Predpoklad monoténnosti funkcie f sa neda z Vety 3. 91 vynechat,
pretoze pre f(z) = 2> —1a g(r) = 1na (—1,1) je (#Z) fll( 1)dz = —3, ale prava
strana je stale rovné 0, pretoze f(1) = f(—1) = 0.

Priklad 3.93. Odhadnite velkost integralu ’(%) flA s x’, AeR, A> 1. Kedze

f(z) = I je Klesajlica na (1,400) a g(z) = sinz je Z-integrovatelnd na (1, A),
pouzitim druhej vety o strednej hodnote existuje £ € (1, A) také, ze

A 3 4
(%’)/1 T 4 = (%)/1 sinx dz + %(%))/& sinadr = [~ cosa]f — %[cosx]?

T
1
=cos1l—cos& + Z(cosﬁ —cos A),

a preto

1 2
< |cosl—cos&|+ Z\cosf—cosA| < 2+Z.

‘(gz’) /lA Sh;xdx

Priklad 3.94. Vypocitajte nasledujicu limitu

1 .Tn
lim (%) / dz
n—o0 o 1+

Podla prvej vety o strednej hodnote pre kazdé n € N existuje £, € (0,1) také, ze

Lo 1 R s 1
(‘%)/0 1+xdx:1+gn(‘%)/o vidr = {nﬂh_(wgn)(nﬂ)’
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KedZe pre kazdé n € N plati, ze + < —L— <1, t.j. postupnost (=%-)$° je ohrani¢en4

2 = T+é, 1+¢n
a postupnost (n%rl)j’o konverguje k 0 pre n — oo, potom aj postupnost (#%ﬂ)j’o
konverguje k 0 pre n — oo, a teda

1
" 1 1
lim (%)/ T _dor= lim : = 0.

"4 Ulohy na precvicenie

<& Néjdite nejaka triedu funkcii, pre ktoru je ¢islo ¢ v Désledku 3.87 jednoznacne
urceneé.

<& Odvodte vzorce pre aritmeticky a geometricky priemer Cisel a, b.

<& Uréte znamienko integralu

27
(%)/ 2% sin z dz.
0

% Niekolko poznamok k Riemannovmu integralu

Ako sme uviedli, Riemannova konstrukcia integralu poskytuje dost Siroka triedu
integrovatelnych funkcii za predpokladu ohranicenosti funkcie na uzavretom a ohra-
ni¢enom intervale. Taktiez sme spomenuli, Ze povodna Riemannova praca neobsaho-
vala ziadny predpoklad na integrovant funkciu. To sa d4 zdovodnit tym, Ze integralne
sucty mozu existovat aj v pripade neohranicenych funkcii. Preto sa mozeme pravom
pytat: Co ak tato podmienka nie je splnend, t.j. funkcia nie je ohrani¢end a/alebo
interval nie je kone¢nej dizky? Tito otazku riesi tzv. neviastny Z-integrdl, s ktorym
sa struc¢ne zoznamime v Kapitole 5.

(i) Zaujimavostou je, Ze celd predvedené konsStrukcia Z-integralu sa d4 prepisat
velmi jednoducho axiomaticky, t.j. pomocou jednoduchych tvrdeni, ktoré odrazaju
jeho zakladné a najdolezitejsie vlastnosti. V podstate to teraz predvedieme pre Cau-
chyho integral, teda pre pripad spojitych funkcii: Riemannov integral spojitej funkcie
f na intervale (a,b) (ozna¢me I°(f)) je funkciondl taky, ze

(a) pre kazdé z,y € (a,b), x <y, mame
L) = 1(f) + 1)=(f)
pre kazdé € > 0, pre ktoré y + € € (a, b);
(b) pre kazdé z,y € (a,b), x <y, je

min f(z) < I/(f) < max f(2).

2€(x,y) 2€(z,y)

Takéto axiomatické zavedenie teda reflektuje aditivitu a ohranicenost hodnoty ¢isla
I°(f). Jeho vyhodou je nesporne elegantnost zavedenia, no k vybudovaniu Z#-integralu
az po praktické vypocty je od tohto kroku este dlha cesta.
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(ii) Cesta k dokazu existencie primitivnej funkcie k spojitej funkcii cez Z-integral
nie je jedind mozna. Jeden z dévodov, preco sme isli touto cestou, bol, ze to bol
(intuitivny) néstroj pre dokazanie fundamentalnej vety integralneho kalkulu.

(iii) Ak si teda dobre vSimneme sposob nardbania s Z-integralom, tak vidime
opodstatnenost zavedenia .4 -integralu, ktory je (v trochu nadnesenom zmysle) je-
dinym, ktory dokdzeme vypocitat. Vypocet Z-integralu sa na vypocet .4 -integralu
prevadza, v com ma zasadny vyznam Veta 3.77.

(iv) Vyvoj integralu sa zavedenim %-integralu ani nahodou neskonéil. Dalsie rela-
tivne jednoduché zovseobecnenie nasledovalo onedlho vytvorenim tzv. Riemannovho-
Stieltjesovho'? integrdlu, vid [10], ktory umoziuje (okrem injch) poéitanie integralu
foﬂ sin x d cos z. MoZeme si v8imnut, Ze ide o zovSeobecnenie Riemannovho integralu,
v ktorom dz nahradime vyrazom dg(x) pre nejaki vhodni funkciu g (tzv. funkcie
ohranicenej variicie). Iba upozornime, ze dg(x) ma len symbolicky vyznam, nemusi to
byt diferenciél funkcie g, kedZe g nemusi mat vo vSeobecnosti derivaciu. V pripade, ze
g je diferencovatelna, Riemannov-Stieltjesov integral sa d4 velmi jednoducho previest

na Z-integral.

(v) Moderné partie matematiky st zavislé na pouziti ,lepSieho* integralu, ktory
skonstruoval zaciatkom 20. storocia Henri Lebesgue a ako sme uz spominali, umoznuje
integrovat aj Dirichletovu funkciu (nie je vSak jediny, ktory to dokaze). Jednym z do-
vodov, preco sa zaviedol Lebesgueov integral je, ze systém Z(a,b) aj pre ohraniceny
interval (a,b) nema dobré konvergen¢né vlastnosti. Napriklad postupnost funkcii

1, x:%,kEZ
0, inak

m—00

fu(x) = lim [cos(n!rz)]*™ = {

je konvergentna pre n — oo a konverguje (bodovo) k Dirichletovej funkcii y, t.j.

lim f,(z) = x(z) pre kazdé z € (a,b).

Nie je tazké ukazat, ze pre kazdé n € N je f,, € #Z(a,b) (mnozina bodov nespojitosti
je konecnd) a (Z) f; fn(x)dz = 0, ale vieme, Ze Dirichletova funkcia y nie je %-
integrovatelna na (a, b). To znamen4, Ze postupnost Z-integrovatelnych funkcii moze
konvergovat k funkcii, ktora nie je Z-integrovatelné (inymi slovami, priestor %{a, b)
nie je uplng). Do istej miery moZzeme prirovnat priestor #Z(a,b) k mnozine racionél-
nych ¢isel Q: potrebné dobré vlastnosti mu doda az proces obdobny pridaniu axiomy
o hornej hranici. Presnejsie, zda sa byt prirodzené rozsirit triedu Z-integrovatelnych
funkcii tym, Ze definujeme integréal limitnej funkcie f postupnosti (f,,);° vztahom

lim (%) /ab fulz) dz = (%) /ab <lim fn(x)> de = (%) /abf(x) da.

n—oo n—oo

To vsak nie je az také jednoduché a vedie to ku konzistentnému pojmu integralu a no-
vej triede integrovatelnych funkci, ktorymi st Lebesgueovsky integrovatelné funkcie

12THOMAS JOANNES STIELTJES (1856-1894), ¢itaj ,,Stiltjes“
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(skrétene Z-integrovatelné funkcie). Tato trieda integrovatelnych funkcii je ostro vic-
Sia ako trieda Z-integrovatelnych funkcii. Toto porovnanie vSak neplati pre nevlastny
Z-integral a £-integral.

(vi) Ani nevlastny Z-integral, ani .Z-integral neriesia uspokojivo konstrukciu an-
tiderivacie (t.j. primitivnej funkcie). Preto jedna z ciest vyvoja integralu pokracovala
smerom vyrieSif tento problém. Scasti uspokojivii odpoved poskytli ARNAUD DEN-
JoY' v roku 1912 and OSKAR PERRON' v roku 1914. Dnes vieme, ze Denjoyova a
Perronova definicia integralu st ekvivalentné, avSak obe st velmi komplikované.

(vii) KedZze Lebesgueov integral prevysuje Riemannov v niektorych aspektoch,
do polovice 20. storocia sa dostala Riemannova konstrukcia integralu do tuzadia.
Urcité znovuzrodenie tejto mySlienky nastalo v druhej polovici 20. storodia, ked
RALPH HENSTOCK! v roku 1955 a nezavisle ¢esky matematik JAROSLAV KUR-
ZWEIL'® v roku 1957 nasli ovela jednoduchsiu formulaciu Denjoyovho-Perronovho
integralu. V skutoc¢nosti je Kurzweilova-Henstockova myslienka omnoho jednoduch-
sia ako Lebesgueova a ich definicia integralu (dnes oznacovany ako Kurzweilov-
Henstockov integrdl, skratene # ¢ -integral) sa iba nepatrne 1i§i od Riemannovej-
Cauchyho definicie integralu. Touto myslienkou je nahradit ¢islo 0 > 0 v tejto de-
finicii (vid Definiciu 3.33 a poznadmky za 1iou) funkciou ¢ : (a,b) — (0,+00) (tzv.
gauge function). Vysledny pojem integralu je ,Riemannovsky jednoduchy“, ale jeho
sila je ,super-Lebesgueova“. Na zaver uvedme malé zhrnutie uvedenych poznamok
vo Vennovom diagrame, ktory popisuje inklizie medzi triedami Z-integrovatelnych,
Z-integrovatelnych, J# .7 -integrovatelnych funkcii a funkcii majicich nevlastny Z-
integral. Ako zobrazuje Vennov diagram na Obr. 3.17, nie kazda Z-integrovatelna
funkcia je Z-integrovatelna, ani nemusi mat nevlastny #-integral. Jednoduchym pri-
kladom je Dirichletova funkcia y. Taktiez nie kazda funkcia, ktorda ma nevlastny
Z-integral, ma aj Z-integral. Prikladom takejto funkcie je funkcia

r?cos &5, x#0
x) = v’ .
o= e

KedZe nepozname ani definiciu Z-integralu, a zatial ani nevlastného Z-integralu,
nebudeme sa tym blizSie zaoberaf. Ako zaujimavost eSte spomenieme, Ze ista sku-
pina matematikov (prevazne na zahraniénych univerzitach) preferuje J# 7 -integral
vo vyucbe ako prvy integral, s ktorym by sa Studenti mali stretntt. Zaujemcov o tto
problematiku moZzeme odkazat na knihu [4].

(viii) S dalsim rozvojom funkcionalnej analyzy sa v 20. storoc¢i objavilo mnozZstvo
konstrukcii integralov zalozenych jednak na zovSeobecneni Z-integralu a .Z-integralu
vo vSeobecnejsich priestoroch, ale existuju aj iné integraly, ktoré idi za ramec tychto
dvoch spominanych integralov istym spdsobom suvisiacich s redlnou osou a jej pri-
rodzenymi operaciami séitania a nasobenia. Podla nasich zisteni dnes existuje viac

13 ARNAUD DENJOY (1884-1974), ¢itaj ,Denzoa“
140OskAR PERRON (1880-1975)

I5RALPH HENSTOCK (1923-2007), ¢itaj ,,Henstok“
16 JArROSsLAV KURZWEIL (1926-), &itaj ,,Kurcvajl®
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nevlastny Riemannov
integral

Lebesgueov
integral

Riemannov
integral

Kurzweilov-Henstockov integral

Obr. 3.17: Diagram mnozin integrovatelnych funkeii

ako 80 roznych integralov! Za vSetky spomenme dva takéto integraly vytvorené slo-
venskymi matematikmi: prvy bol vytvoreny v roku 1970 IVANOM DOBRAKOVOM'’,
ktory je uplnym zovSeobecnenim .Z-integralu v Banachovych priestoroch vzhladom
na operatorovi hodnotovi mieru (ni¢ si z toho nerobte, ak tejto vete vobec nerozu-
miete!). Druhy vyznamny integral, ktory uzrel svetlo sveta v nasich koncinéch, patri
JANovVI S1poSovI'®. Ako sme v prvej poznamke uviedli, v axiomatike Z-integralu sa
priamo vyskytuje aditivita ako nevyhnutna vlastnost tohto integralu. V réznych pro-
cesoch (napr. v rozhodovani) aditivita modeluje neinteraktivitu, a preto v mnohych
realnych problémoch ma svoje limity. Na druhej strane neaditivita znemoznuje pouzi-
vanie klasickych integralov ako st Riemannov, Lebesgueov ¢i Lebesgueov-Stieltjesov.
Integrovanie vzhladom na neaditivne miery mé dlha histériu, ale asi najcitovanejsi je
Choquetov!? integral (zavedeny pomocou Z-integralu a majici vela stvislosti s kla-
sickym .Z-integralom). Sipo§ v roku 1979 vybudoval novy typ integralu, nezivisle
na inych konstrukciach, ktory sa pre nezaporné funkcie zhoduje so Choquetovym
integralom, a Casto sa nazyva aj symetricky Choquetov integral. Len pre zaujima-
vost uvedme, Ze tento integral poskytol matematicky zdklad pre pracu Kahnemana
a Tverského v ekondmii, za ktori dostali v roku 2002 Nobelovu cenu.

17Tvan DoBRrAKOV (1940-1997)
18JAN S1po§ (1947-)
YGusTavE CHOQUET (1915-2006), ¢itaj ,,Soket “



Kapitola 4
Aplikacie urcitého integralu

Cielom tejto kapitoly je uviest niektoré z aplikacii urc¢itého integréalu, s ktorymi sa mo-
zeme stretnaf pri rieSeni roznych problémov. My sa hlavne budeme zaoberaf geomet-
rickymi aplikdciami. V podstate pdjde o to, aby sme geometrickti veli¢inu dobre
definovali a potom ukézali, Ze sa d& pocitat pomocou Z-integralu. Pristupy k tejto
ulohe st rozne. V tejto casti uvedieme zaklad jednej takej metddy, ktord sa opiera
o aditivne funkcie intervalu a je pomerne jednoducha a dostato¢ne nazorna. Neskor
spomenieme aj iny pristup.

Definicia 4.1. Nech (a,b) je interval. Redlnu funkciu ¢ definovant na mnozine vset-
kych podintervalov intervalu (a,b) takd, Ze pre kazdé w,w,v € (a,b), u < v < w,
plati

p((u, w)) = o({u, v) + (v, w))

nazyvame aditivnou funkciou intervalu na (a,b).

Priklad 4.2. 1.) Ak f € #(a,b) a pre (u,v) C (a,b) polozime

o((u,v)) = (&) / (@) de,

potom z aditivity Z-integralu mame, ze ¢ je aditivna funkcia intervalu na (a, b).

2.) Nech g : (a,b) — R je Tubovolné funkcia. Potom pre (u,v) C (a,b) funkcia
o({u,v)) = g(v)—g(u) je aditivnou funkciou intervalu na (a, b), pretoze pre u < v < w
mame

p((u,w)) = g(w) = g(u) = (9(w) = g(v)) + (9(v) = g(u)) = P ((u, v)) + (v, w)).

Ak ¢ je aditivnou funkciou intervalu na (a,b), potom matematickou indukciou
Tahko dokéZeme (urobte to!), Ze pre kazdé D € Z{a, b) s deliacimi bodmi xg, 1, ..., x,
plati

p((a, b)) = Z@(@Fhm)-

Poznamka 4.3. Ako uvadza predchadzajuci priklad, Z-integral je aditivnou funk-
ciou intervalu. Mohli by sme sa teda pytat, ¢i kazdu aditivnu funkciu intervalu vieme
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vyjadrit pomocou integralu. Ukézeme, Ze nie. Naozaj, nech

[0, ze(-1,0)
g(x)_{L ze(0,1)

a pre (u,v) C (—1,1) uvazujeme aditivnu funkciu intervalu p({u,v)) = g(v) — g(u),

t.].
ol ) = {; THNE

Predpokladajme, Ze existuje f € Z(—1,1) taka, ze p((u,v)) = (Z) [, f(z)dx
pre kazdé (u,v) C (—1,1). Potom pre x € (—1,1) plati

9(x) — 9(~1) = g(z) = p((~1,1)) = () / £(t)dt.

¢o ale znamena, ze funkcia g, ktora nie je spojitd v bode xqg = 0, sa rovna fun-
kcii (%) ffl f(¢t) dt, ktora je podla fundamentalnej vety integralneho kalkulu spojitou
funkciou na intervale (—1,1), ¢o je spor. Preto k aditivnej funkcii ¢ neexistuje taka
funkcia f € Z(—1,1), aby sa ¢ dala reprezentovat Z-integralom.

Pre istt triedu aditivnych funkecii intervalu vSak je mozné reprezentovat aditivnu
funkciu pomocou integralu.

Definicia 4.4. Hovorime, Ze aditivna funkcia ¢ na (a, b) je medidlna vzhladom na re-
alnu funkciu f definovana na (a, b), akk f je taka, ze

m(v —u) < e((u,v)) < M(v —u)
pre kazdy (u,v) C (a,b), kde m = inf f(z)a M = sup f(z).

z€(u,v) x€(u,v)

Z-integral uvazovany ako funkcia intervalu (u,v) C (a,b) (vid Priklad 4.2) je
medidlna funkcia vzhladom na funkciu f € Z{a,b). Ak4 musi byt funkcia g z Pri-
kladu 4.2, aby zadana funkcia ¢ bola medialna? (dokazte, Ze ak ma ohranicent deri-
véciu, tak ¢ je medidlna vzhladom na ¢'!)

Teraz uvedieme vetu, ktord nam vyrazne zjednodusi cestu za geometrickymi ap-
likaciami.

Veta 4.5 (o reprezentacii medidlnej aditivnej funkcie intervalu). Nech ¢

je aditivna funkcia intervalu na {(a,b), ktord je medidlna vzhladom na funkciu f €
#(a,b). Potom pre kazdy interval (u,v) C (a,b) plati

o((u,v)) = (@) / " () da

Doékaz.  Nech (u,v) C (a,b) a nech D = {xg,z1,...,2,} je lubovolné delenie
intervalu (u,v). Z aditivity funkcie ¢y mame

o((u,v)) = Z e({Tiz1, 7))
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a z predpokladu medidlnosti pre kazdé i = 1,2,...,n plati m;Ax; < p({(x;_1,2;)) <
M;Az;, kde m; = inf,ey, f(x) a M; = sup,¢; f(x). Scitanim cez vSetky ciastocné
intervaly dostavame

imiAfﬁi < i o({Tiz1, 7)) < i M;Ax;,
i—1 i—1 i—1

t.j. s(f, D) < p((u,v)) < S(f, D). Kedze D je lubovolné delenie, potom

<9?{/wf<x>da:S<p<@uz»>fs<3%{/wf<x>dx

a z Z-integrovatelnosti funkcie f mame
@) [ 1@ =@) [ f@)ao= @) [ f@)n

teda (Z) [ f(z) dz = ¢({u,v)). O

Podstata pouzitia metédy aditivnych funkcii na geometrické aplikacie bude teraz
jednoduché: hned ako sa o nejakej veli¢ine presved¢ime, Ze je aditivnou funkciou
intervalu a nidjdeme taku realnu funkciu, vzhladom na ktort je medidlna, pouzijeme
na jej vypocet Vetu 4.5. To, ¢ je dana funkcia aditivna a vzhladom na akt funkciu
je mediadlna, odpozorujeme z praxe, Cize danu situdciu matematicky modelujeme.
V naSom pripade vSak bude model velmi jednoduchy.

4.1 Plosny obsah rovinného utvaru

Ak sa dobre pozrieme na motivacné priklady z ivodov oboch predchadzajucich kapi-
tol, i8lo nam o rieSenie rovnakej tlohy, t.j. o urcenie obsahu plochy pod grafom funkcie,
¢o sme chéapali intuitivne. Teraz sa prepracujeme k presnej definicii tohto pojmu a
presved¢ime sa op#f o tom, ¢o uz vieme, a teda, Ze integral bude tym ndstrojom,
pomocou ktorého sa déa zvladnut tato tloha.

Nech je teda dana nezaporna spojita funkcia f na intervale (a, b). Mame vypocitat
plosny obsah utvaru ohrani¢eného grafom funkcie f a priamkami x = a, v = b,
y = 0 (vid Obr. 4.1). Predpokladajme najprv, Ze taky obsah vieme vypocitat. Potom
ho ale vieme vypocitat nad kazdym intervalom (u,v) C (a,b), ozna¢me Pj(u,v).
Zo skuisenosti vieme, ze by pre takyto obsah malo platif Ps(u, v)+ P (v, w) = Ps{u, w)
pre u < v < w, kde u,v,w € (a,b). Takto sme ale definovali aditivnu funkciu
P; na (a,b) (pisSeme Py(u,v) namiesto Ps((u,v)). Z praxe ale vieme eSte o jednej

vlastnosti, ktortt by tato funkcia mala mat. Ak opif oznacime m = i?f ) f(z) a
re(u,v

M = sup f(z), je prirodzené ziadat (pozri Obr. 4.1), aby

x€(u,v)

m(v —u) < Pr{u,v) < M(v —u),

.....

obsah toho titvaru. Podobne je to s opisanym obdlZnikom. V zmysle Definicie 4.4 tato
poziadavka hovori len to, Ze Pj je medialna vzhladom na f. Preto mozeme vyslovit
nasledujicu definiciu.
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Pr(u,v) | Pr(v,w)

Obr. 4.1: Obsah plochy pod grafom funkcie

Definicia 4.6. Plosnym obsahom utvaru ohrani¢eného grafom funkcie f a priamkami
r = a, x = b, y = 0 nazyvame hodnotu Pf(a,b) aditivnej funkcie intervalu na (a,b),
ktora je medidlna vzhladom na f.

Odtialto hned mame vysledok, ktory ocakéavame v stvislosti s vypoctom tohto
plosného obsahu.

Veta 4.7. Nech f je nezdpornd spojita funkcia definovand na intervale {a,b). Potom
plosny obsah Py(a,b) dtvaru urceného jej grafom a priamkami x = a, t =b, y =0
existuje a plati

Prla.t) = (@) [ fa)d.

Dékaz. To, ze aditivna funkcia Py na (a,b), ktord je medidlna vzhladom na f,
existuje, je zrejmé, pretoze Z-integral ako funkcia intervalu na (a,b) takou funkciou
je. To, Ze to nemdze byt ind funkcia, vyplyva z Vety 4.5. O
Poznamenajme, Ze vzhladom na pouzitu spojitt funkciu je dany integral aj New-
tonovym integralom, co sa zhoduje s itvahou urobenou v tivode Kapitoly 1.

Dosledok 4.8. Ak f a g st spojité funkcie na (a,b) také, ze pre kazdé = € (a,b)
je f(z) < g(x), potom plosny obsah Py, tGtvaru ohrani¢eného grafom funkcii f a g
na intervale (a, b) je

Py, {a,b) = () / (o(x) — f(z)) du.

Dokaz. Pre z € (a,b) staéi polozit h(x) = g(z) — f(z) a pouzit Vetu 4.7. O

Priklad 4.9. Uréte plosny obsah kruhu ohrani¢eného kruznicou s rovnicou 22 4 3? =
r?. Sta¢i ndm teda uvazovat funkciu f(z) = v/r2 — 22 na intervale (—r,r). Potom
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ylk

<Y

Obr. 4.2: Obsah plochy ohranicenej grafmi dvoch funkcii

podla Vety 4.7 mame, Ze plo$ny obsah kruhu je

T 0
2(%)/ Vr?—a?2de = —2(</V)/ Vr? —r2cos?trsintdt

i t  sin2t]”
= QTQ(JV)/ sinftdt = 2r% |- — =,
0 2 4 1o
kde pri vypocte sme pouzili vztah s .4 -integralom a substiticiu z = rcost, t € R
(porovnajte s vypoctom obsahu kruhu urobenym v Kapitole 2).

Priklad 4.10. Urcte plo$ny obsah ttvaru ohrani¢eného grafmi funkcii y = 22 — 2% a

y = —x. KedZe (a,b) = (0, 3) (zdovodnite!) a pre kazdé x € (0, 3) plati 2z — 2* > —ux,
potom podla Désledku 4.8 mame

Py, (a,b) = () /03(2:70 — 2?4 2)de = (H) /03(335 — ) de = Egﬂ - "%3}3 _

4.2 Objem rotac¢ného telesa

Postup, ktorym sme riesili otdzku plosného obsahu ndm umozni riesit aj iné tlohy
geometrickej povahy. Nasou dalSou tlohou je vypocitat objem telesa, ktoré vznikne
rotaciou krivky danej grafom funkcie f na intervale (a,b) okolo osi o,, vid Obr. 4.3.
Pri rotacii plochy urcenej grafom funkcie f na intervale (a,b) nechajme rotovat ob-
dlznik so zdkladiiou m = inf f(x) a obdlZnik so zédkladiiou M = sup f(z), kde

TE(u,v) x€(u,v)

(u,v) C (a,b), vid Obr. 4.3. Ich rotéciou okolo osi 0, dostaneme valec vpisany do ¢asti
rotacného telesa nad intervalom (u,v), ktory méa objem 7mm?(v — u) a valec opisany
v tej dasti s objemom wM?(v — u), vid Obr. 4.3. Ak oznacime V}(u,v) objem ¢asti
rotacného telesa nad ubovolnym intervalom (u,v) C (a, b), je prirodzené ziadat, aby
mm?(v — u) < Vi(u,v) < 7M?(v — u), o viak znamend, Ze aditivna funkcia V; je
medialna vzhladom na funkciu 7 f2. Z tychto tivah vyslovime nasledujicu definiciu a
vetu o vypocte objemu rotacného telesa.

Definicia 4.11. Objemom rotacného telesa vytvoreného rotaciou plochy ohranicene;j
grafom funkcie f na intervale (a,b) nazgyvame hodnotu Vy(a,b) aditivnej funkcie V;
na intervale (a,b), ktord je medidlna vzhladom na funkciu 7 f2.
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Obr. 4.3: Urcenie objemu rota¢ného telesa

Veta 4.12. Nech f je nezdpornd spojita funkcia definovand na intervale (a,b). Potom
objem V¢(a,b) rotacného telesa vytvoreného rotdciou plochy ohranicenej funkciou f
na {(a,b) okolo osi o, existuje a plati

Vi{a,b) = 7 (%) / f2(z) d.

Dokaz. Analogicky ako vo Vete 4.7. O

Déosledok 4.13. Ak f a g st spojité funkcie na (a,b) také, ze pre kazdé = € (a,b)
je f(z) < g(x), potom objem V;, rotacného telesa, ktoré vznikne rotéciou plochy
ohranicenej grafmi funkcii f a g na intervale (a,b) okolo osi o, je

Vigla,b) =7 (Z) / (¢*(x) — f*(x)) da.

Priklad 4.14. Urcte objem telesa, ktoré vznikne pri rotacii kriviek y = sinx a
Yy = 2?:”, x > 0, okolo osi 0,. Vzniknuty ttvar je znazorneny na Obr. 4.4, preto podla
Désledku 4.13 mame

z 42 2 /1 cos2x 4dx2
. 9
Vygfa,b) :w@)/o ( x_?) dx:ww/o (§_T_F> o

r  sin2r  423]% g2

Tl — — — —.
12

Poznamka 4.15. Mo6zeme taktiez uvazovat situdciu, ked vzniknuttt plochu (ako

v Dosledku 4.13) nechame rotovat okolo osi 0,. V takom pripade (nebudeme to od-

vadzat, ale prezradime, Ze to stvisi s popisovanim mnozin pomocou elementérnych
oblasti) objem V}, takto vzniknutého rotacného telesa vypocitame nasledovne

Vigla,b) = 2m (Z) / 2(g(x) — f(z))da.



4.3 Dlzka rovinnej krivky 77

Ya
y=2
1 777777
: y =sinx
\
‘ K\
0 z I N

Obr. 4.4: Urcenie objemu rotacného telesa z Prikladu 4.14

4.3 Dlzka rovinnej krivky

Nagou dalsou tlohou je vypoéitat dizku rovinnej krivky. Pouzitie Vety 4.5 pre tento
vypocet nie je uz také bezprostredné ako pri predchadzajucich aplikaciach, hoci sa to
dé ukézaf aj pomocou aditivnej funkcie intervalu. Z tohto dévodu, ale najméi preto,
aby sme uviedli aj ini metédu, zvolime teraz iny pristup, ktory bude priamo vyuzivat
konstrukciu Z-integralu.

Predpokladajme, Ze je dana rovinna krivka grafom funkcie f definovanej na in-
tervale (a,b). Nech f mé& spojiti derivaciu na (a,b) (tito poziadavku zdévodnime
neskor, ale ako uvidime, bude prirodzenou vzhladom na uvaZovany pristup). Ak
D = {xg,x1,...,2,} je delenie intervalu (a,b), vieme vytvorif lomena ¢iaru spa-
jajacu body [zg, f(20)], [21, f(z1)], ..., [n, f(2,)], vid Obr. 4.5. Jej dlzka

(pouzili sme urcenie vzdialenosti dvoch bodov v rovine) aproximuje to, ¢o si intuitivne
predstavujeme pod dlzkou krivky danej grafom funkcie f na intervale (a, b). Preto je
prirodzena nasledujtca definicia.

Definicia 4.16. Nech f € €*(a,b) a (D,,);° € Z{a,b) je normalna postupnost delen.
Ak 6, je dizka lomenej &ary utvorenej pomocou delenia D,, a funkcie f, potom ¢&islo
L¢{a,b) = lim 6, nazyvame dlzkou krivky danej grafom funkcie f na intervale (a,b).

Veta 4.17. Nech f € €*(a,b). Potom diZka krivky Ls{a,b) danej grafom funkcie f
na intervale {(a,b) eristuje a plati

L¢{a,by = (%’)/ V14 (f'(x))?de.
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Obr. 4.5: Vypocet dlzky rovinnej krivky

Doékaz. Nech D, = {xg,z1,...,x,} je ekvidistanéné delenie intervalu (a, b). Potom

6n = Z V(@ — )2+ (f(a) — f(2i1))?

je dlzka lomenej &iary utvorenej pomocou delenia D,, a funkcie f. KedZe f je spojita
na kazdom ¢iasto¢nom intervale (x;_1,x;), i = 1,2,...,n, potom podla Lagrangeovej
vety existuju §; € (951‘—1, x;) také, Ze f(x;) — f(zim1) = ['(&) (@i — zim1), a teda

\/Al‘ + flngxzz_Z\/ 5@ Al‘z
1

1=

To znamen4, Ze d,, nie je ni¢ iné ako integralny sucet prislichajici funkeii /1 4 (f7)2,
deleniu D,, a vyberu reprezentantov =, delenia D,,. Ak teraz uvazime, ze f’ je spojita
na (a,b), tak f' € Z(a,b) a tiez \/1+ (f")? € Z(a,b). Potom podla Vety 3.35
pre normalnu postupnost deleni (D,)® € Z(a,b) a vyber reprezentantov =,, existuje
nh_)n;OY( 14 (f")?, Dy, E,) a plati

Ly{a,b) = lim 8, = lim .7( 1+(f’)2,Dn,En):(<%’)/ VIt (f(2)2de,

¢o sme chceli dokazat. O

Priklad 4.18. Vypocditajte dizku rovinnej krivky urcenej grafom funkcie y = In cos =
na intervale (0, ). Pouzitim prave odvodeného vzorca mé hladan4 dlzka hodnotu

%)/fmdxzwff

(zdovodnite vSetky kroky vypoctu!).

3 5
dr = [lntg (:c + I)} ’ lntg—ﬂ

COS T 2 4/ 1o 12
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Obr. 4.6: Priklad rovinnej krivky, ktora nie je grafom funkcie

Pristup, ktory sme pouzili na vypocet dlzky rovinnej krivky, mozno zovseobecnit
roznymi smermi. Jedno zovSeobecnenie suvisi so samotnym pojmom krivky. Zda sa
byt dost obmedzujtice uvazovat krivku iba ako graf funkcie (spliiajiicej isté vlastnosti)
na intervale (a,b). Tento pristup je velmi Specidlny, pretoze uz velmi jednoduché
krivky nie s takého tvaru (vid napr. Obr. 4.6). S podobnymi prikladmi kriviek sa
mozeme stretnit napriklad vo fyzike pri skiimani trajektérie hmotného bodu. Ak by
sme potom cheeli ur¢it drahu, ktort tento hmotny bod presiel, Veta 4.17 by ndm v tom
nepomohla. Nasou tlohou nie je zaoberat sa podrobnou diskusiou takych pripadov.
Uvedieme len ako fakt jednu vSeobecnejsiu situaciu. Pristup k odvodeniu vzorca,
ktory tu uvedieme, by bol podobny ako v pripade krivky danej grafom funkcie.

Definicia 4.19. Mnozinu bodov [z, y] nazyvame parametricky danou rovinnou kriv-
kou C, akk z = (t), y = ¥(t), kde ¢ a 1) st spojité funkcie definované na intervale
(o, B) majuice spojité derivacie ¢ a ¢’ na (o, (3).

Priklad 4.20. Rovnice
xr =2cost, y=2sint, te(0,2m)

st parametrickym vyjadrenim kruznice so stredom v bode [0,0] a polomerom 2
(overte!). Krivka na Obr. 4.6 sa nazyva nefroida a je zadand parametricky nasle-
dovne

x =a(3cost —cos3t), y=a(3sint—sin3t), a>0,tecR.

Podobne ako v predchadzajicom pripade by sme definovali pojem dlzky L ta-
kejto krivky a pre jej vypocet by sme dostali nasledujtce tvrdenie.

Veta 4.21. Nech C je parametricky zadand rovinnd krivka rovnicami x = ¢(t) a
y = Y(t), t € (a,B), kde ¢ a b maji na (o, 5) spojité derivacie ¢' a i'. Potom
pre dizku Lo (o, B) krivky C na (o, 3) plati

5]
Le{o, B) = (@) / VEOR T WORd.
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Obr. 4.7: Graf cykloidy

Priklad 4.22. Vypod¢itajte dizku cykloidy, vid Obr. 4.7 danej parametricky na in-
tervale (0, 27) rovnicami

r=r(t—-sint), y=r(l—-cost), r>0.
Priamym dosadenim do predchadzajiceho vzorca dostavame
2 2
Lola, By = (Z) / \/7“2(1 —cost)? + r2sin*tdt = r (%) / V2(1 —cost)dt
0 0
2

2 t t
=2r (JV)/ sin - dt = —4r |:COS —} = 8r.
. Mg 2

0

4.4 Plosny obsah rotac¢nej plochy

Uz vieme, Ze pomocou integralu dokazeme urcit a vypocitat objem rotacného telesa
(v pripade rotacie okolo osi o, aj 0,). Preto ndm moze napadnif otazka, ¢i by sme
nemohli vypocitat aj povrch takého telesa, kde pod povrchom takého rotacného telesa
rozumieme iba jeho plast, teda ¢ast povrchu bez kruhovych podstédv. Venujme sa teda
vypoctu povrchu rotacného telesa, ktoré vznikne rotéaciou okolo osi o,, vid Obr. 4.3.
Vzorce pre teleso vzniknuté rotéciou okolo osi o, si moze zaujemca odvodit sam.

Nebudeme sa zaoberaf podrobnostami celej konstrukcie, ale analogicky predché-
dzajucim castiam by sme definovali povrch rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou
krivky danej grafom funkcie so spojitou deriviciou na intervale (a,b) (zdévodnenie
pozri v Casti objem rotacného telesa) okolo osi o, ako limitu cez povrch rotacénych
telies vytvorenych lomenymi iarami (pozri ¢ast dlzka krivky). Teda kombinaciou
oboch pristupov dostavame nasledujtce tvrdenie.

Veta 4.23. Plosny obsah Sy rotacného telesa vytvorencho rotaciou krivky danej gra-
fom funkcie f so spojitou derivdciou na {(a,b) okolo osi o, je dany vzorcom

Sylat) =2 (@) [ 1@V (PP ds
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Priklad 4.24. Vypocitajte plosny obsah rotacnej plochy urcenej funkciou y = %3
na intervale (0,2). Dosadenim do vzorca dostavame

Sila,b)y = 27 (# )/ mdx_ /mdx

17

_ / Vidt = —w[ \/_3] :§w(17\/ﬁ—1),

1

kde sme vyuzili substiticiu 1 + 2% = ¢.

Taktiez ako v pripade dizky rovinnej krivky je mozné vyslovif vieobecnejsie tvr-
denie pre plosny obsah rotacného telesa vytvoreného rotaciou parametricky zadanej
rovinnej krivky.

Veta 4.25. Nech C je parametricky zadand rovinnd krivka rovnicami x = ¢(t) a
y = Y(t), t € (a,B), kde ¢ a b maji na (o, 5) spojité derivacie ¢' a i'. Potom
pre plosny obsah Sc(«, ) rotacnej plochy vytvorenej rotdciou krivky C okolo osi o,
plati

I}
Sela, ) = 2 (@) / (V@O + DR

Priklad 4.26. Vypocitajte plosny obsah rotacnej plochy, ktora vznikne rotaciou
krivky C' danou rovnicami x = e'sint, y = e’ cost okolo osi 0, na intervale (0, %).
Dosadenim do vzorca dostavame

™

Scla, B) = 27 (#) / et costy/(etsint + et cost)? + (et cost — et sint)2 dt
0

= 271(%)/2 etCOSt\/262tdt:2\/§7T(</V)/2 e* costdt
0 0

_9ar [eZt(sint+2cost)} 2 _ 2\/§7T(€7T
0

-2
3 3 )

kde na vypocet .4 -integralu sme vyuzili metédu per partes.

Na zaver len skonstatujeme, Ze moznych aplikacii urcitého integralu je omnoho
viac, nedotkli sme sa ziadnych fyzikalnych, kde sa urcity integral bezne pouziva na vy-
pocet prace, hmotnosti telesa, hustoty, momentu zotrvacnosti, taziska telesa a pod.
S tymito a dalsimi aplikdciami sa Studenti mézu oboznamit napr. v réznych kurzoch
fyziky.

"4 Ulohy na precvicenie

<& Vypoditajte obsahy rovinnych oblasti ohranic¢enych uvedenymi krivkami:

a) krivkami y = 2% a y = 23,

c) krivkami y = sinz a y = cosx pre x € (T 5—”);

(

(b) parabolou y = z? + 1 a priamkou x + y = 3;
( 104
(

d) parabolou y = 3 — 2z — 22, jej doty¢nicou v bode [2, —5] a osou o,,.
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< Vypocditajte objem elipsoidu z—i + %—j + i—z =1.
& Vypocitajte objemy telies urcenych rotaciou rovinnych oblasti ohrani¢enych da-
nymi krivkami okolo osi 0,:

(a) parabolou y = 2% a priamkou y = 4;

(b) krivkami y = sinx, y = cosx a osou o, v intervale (0, §);

(c) krivkami y = 2% a = = y%

3

(d) kruznicou z? + y* = 1 a parabolou y* = 3z.

<& Najdite vzorec pre objem pravidelného ihlana s obsahom podstavy P a vyskou h.
< Vypodéitajte dizky zadangch rovinnych kriviek:

250

(b) y = coshz, z € (0,1);
(c) x =cost, y =t+sint, t € (0,m);
(d) z = 8sint + 6cost, y = 6sint — 8cost, t € (0, 7).

(a) y =1In(sinz), z € (

<& Vypocitajte obsahy povrchov rotacnych pléch, ktoré vzniknt rotaciou danej krivky
okolo osi o,:

(a) y =2cosh 3, x € (0,2);
b) x =acos®t, y = asin®t, t € (0,7), a > 0;

d)z =1y =5t —3),te{0,V3);

(

(¢c) x =t —sint, y =1—cost, t € (0,2m);

(

(e) r = asin2t, y = 2asin’*t, t € (0,7), a > 0.

<& Odvodte vzorec pre vypocet povrchu gule s polomerom 7.



Kapitola 5

Nevlastny Riemannov integral

Dolezitym predpokladom pre definovanie Z-integralu realnej funkcie jednej premen-
nej bola ohrani¢enost funkcie definovanej na ohrani¢enom intervale (zopakujme, ze
ohranicenost funkcie bola len nutnou podmienkou jej Z-integrovatelnosti). Takyto Z-
integral sa oznacuje tiez vlastny Z-integrdl a ak existuje vlastny Z-integral funkcie f
na intervale (a, b), potom sme funkciu f nazvali Z-integrovatelnou na intervale (a, b).
Prirodzene vznika otazka, ¢i je moZné rozsirit pojem urcitého integralu aj na ohra-
nicené funkcie definované na neohranic¢enom intervale alebo na neohrani¢ené funkcie
definované na ohrani¢enom intervale. V tejto kapitole ukézeme, ako sa to da uro-
bif, no hlbsiu tedriu takychto integralov nebudeme rozvijat. Tieto integraly budeme
oznacovat spoloénym nazvom nevlastné Z-integraly.

Vrafme sa na chvilu k uréitému Z-integralu funkcie f na intervale (a,b), kde
—o00 < a < b < 400, t.j. uvazujme

) / H) da

Z existencie tohto Z-integralu méame, ze funkcia F(& f 5 x)dzx je spo-
jitd na intervale (a,b) (pozri Veta 3.71), Specidlne v bode b je SpOJlta zlava, teda

lim F() = F(),
3 b
gg_ @) [ 1wae= @) [ s, 6.

resp. funkcia F'(£ fg x)dx je spojitd sprava v bode a, teda hril F() =
§—b~
F(a), t.j.

Jim () [ gy = @) [ 5@ de 5:2)

Ak niektort z podmienok — ohranicenost intervalu (a, b) alebo ohranic¢enost funkcie f
na intervale (a,b) — porusime, tak sa moze stat, Ze vlastna limita na lavej strane (5.1),
resp. (5.2), existuje aj ked uréity Z-integral vpravo v povodnom zmysle predchadza-
jucej kapitoly neexistuje. V tom pripade rozsirime pojem Z-integralu tak, ze zobe-
rieme vztah (5.1), resp. (5.2), za definiciu nového integrélu, ¢o je zakladna myslienka
definicie nevlastného Z-integralu. Pozrime sa teraz detailnejsie na jednotlivé pripady.
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5.1 Z-integral na neohrani¢enom intervale

Mnozina R = (—o0, +00) obsahuje tri stvislé neohrani¢ené podmnoziny:
(i) interval (a,+o0), a € R;
(i) interval (—o0,a), a € R;
(iii) cely interval (—oo, +00).
Nase dalsie ivahy zuzime iba na interval (a, +00), pretoze analogicky sa da postupo-
vat v pripade (ii). Poslednym pripadom sa budeme zaoberat neskor.

Definicia 5.1. Nech f je definované na intervale (a,+00) a f € Z(a,&) pre kazdé
¢ > a. Hovorime, Ze nevlastny Z-integral funkcie f na intervale (a,+00) existuje

(resp. konverguje), akk existuje vlastna limita hm Z) [ f S f x)dz. Vtedy kladieme

X) /OO f(z)dz = 51520(%)/ f(z)dz. (5.3)

Ak limita hm f 5 x) dx neexistuje alebo je nevlastné, vtedy hovorime, Ze ne-
vlastny Z- 1ntegral (5. 3) diverguje.

Poznémka 5. 2 Inymi slovami: kedze f € %{(a,§) pre kazdé & > a, tak existuje
Z) [ f 5 x)dz. Ak existuje vlastna limita hm F (), potom

§—o0

/ f(x)dz = lim F(€).

Ak na vyjadrenie limity funkcie F'(£) pouzijeme jazyk postupnosti, mdZeme nevlastny
Z-integral na neohrani¢enom intervale vyjadrlt ako sucet radu, t.j.

&n

/ f(z)dz = (,@) f(z)dx

En—1
kde (&,)5° je postupnost taka, ze {, = a, pre kazdé n € N je &, > a a lim &, = +o0.
n—oo
Potom je zrejmé Ze pre konvergenciu nevlastného Z-integralu je nutné a postacujice,

aby rad Z fgn x) dz konvergoval pre fubovolni postupnost (£,)5° s vlastnos-

tou & = a fn > a pre kazdé n € N a lim §, = 4+oo. Tato vlastnost ndm umoziiuje

n—oo

vyuzit pri zistovani konvergencie alebo divergencie nevlastnych Z-integralov mnohé
kritérid konvergencie alebo divergencie radov (pozri pozndmky v zavere kapitoly).

Poznamka 5.3. Podobne definujeme nevlastny Z-integral na intervale (—oo,a).
Nech funkcia f je definovand na intervale (—oo, a) a %- integrovatel’né na kazdom in-
tervale (£, a) pre £ < a. Ak existuje vlastnd limita hm fg x) dz, tak nevlastny

Z-integral sa nazyva konvergentny a plati

#) [ s@ae= tim @) [ )

V opacnom pripade sa nazyva divergentny.
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Priklad 5.4. Vysetrite konvergenciu nevlastného integrélu (%) fooo sinz dz. Kedze
sinus je spojita funkcia na kazdom intervale (0, &) pre £ > 0, potom je podla Vety 3.41
Z-integrovatelna na kazdom intervale (0, &), a teda

3 3
(%’)/ sinxdx:(/)/ sinzdr = [—cosx]gzl—cosg.
0 0

Kedze 5hm (1 — cos &) neexistuje, dany nevlastny Z-integral diverguje.

Priklad 5.5. Zistite, pre aké realne hodnoty a > 0 konverguje nevlastny Z-integral

(%)/ dr 2o

xOé

Kedze funkcia 2= je Z-integrovatelna na kazdom intervale (a,£), 0 < a < &, tak

plati
13 13 1 1- ¢
(%’)/ —dx:(,/i/)/ _dx__ [1—ozx L ak a1,

v In z)° ak a=1.

d alfa
> dx k > 1
@ [ G=qa-1 Mmoert

a v +00 ak 0<a<l,

¢o znamena, ze dany Z-integral konverguje pre a > 1 a diverguje pre 0 < a < 1.

5.2 Z-integral z neohranic¢enej funkcie na ohrani-
¢enom intervale

Teraz sa budeme zaoberaf pripadom neohranic¢enej funkcie na ohrani¢enom intervale.

Definicia 5.6. Nech funkcia f je definovana na intervale (a,b), a, b € R a je ne-
ohrani¢end na intervale (b — d,b) pre Iubovolné § € (0,b — a). Predpokladajme,
ze [ € %{a,n) pre lubovolné n € (a,b). Hovorime, Ze nevlastny Z-integral funk-
cie f na intervale (a,b) existuje (resp. konverguje), akk existuje vlastna limita

hm f " f(r) dz. Vtedy kladieme

%)/ f(z)de = nll)rlg(%) /77 f(z)dx. (5.4)

Ak limita lim (% f " f(r) dz neexistuje alebo je nevlastna, vtedy hovorime, Ze ne-
7’]*)

vlastny Z-integral (5.4) diverguje.
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Podstata uvedenej definicie spociva v tom, Ze v Tubovolnom okoli bodu b méZe byt
funkcia f neohranicena. Pre takyto bod b zavedieme onedlho oznacenie singularny
alebo kriticky bod funkcie f, pozri nasledujici Oddiel 5.3. Keby funkcia f bola Z-
integrovatelnd na intervale (a,n) pre lubovolné n € (a,b) a ohrani¢end na intervale
(a,b), mozeme ju dodefinovat v bode b a dostaneme tak funkciu Z-integrovatelnt
na intervale (a, b). Pritom Z-integral z dodefinovanej funkcie je rovny limite v (5.4)
a nezavisi od hodnoty funkcie v bode b.

Poznamka 5.7. Analogicky sa definuje nevlastny Z-integral, ak funkcia f je defino-
vand na intervale (a, b), neohrani¢end na intervale (a, a + §) pre Tubovolné 6 € (0, b—a)
a je Z-integrovatelnd na kazdom uzavretom intervale (1, b). Potom

@) [ 1a)do = 1 (@) [ o) d. (55)

Ak limita v (5.5) existuje, tak nevlastny Z-integrél sa nazyva konvergentny, v opac-
nom pripade sa nazyva divergentny.

Priklad 5.8. Ukazte, ze konverguje nevlastny Z-integral (%) fol dz_  Funkcia

Vi—zx
flz) = \/11? je spojitd na intervale (0, 1), ale nie je na tomto intervale ohranicena,
pretoze lim —Z— = +oo. Pre Iubovolné € (0,1) je f € %(0,n) a
r—1— x

(%)/On\/ldi—x:(”)/on fix:[—2\/1—33}3:2(1—\/1—77).

Potom

1
dx
i = lim 2(1—+/1—-n)=2.
) | == dm 21— T0)
To znamend, ze dany nevlastny Z-integral konverguje a jeho hodnota je 2.

Priklad 5.9. Nech —o0 < a < b < +o00. Zistite, pre aké a > 0 konverguje ne-

vlastny Z-integral (%) fab (ziz)a' Funkcia f(z) = (z —a)~* je definovand na intervale

(a,b), no nie je tam ohrani¢end, pretoze lim+ f(z) = +o0. Kedze je to spojita fun-
r—a

kcia na kazdom intervale (n,b) pre a < n < b, je preto Z-integrovatelnd na tychto
intervaloch a plati

: ey R e Lot e
(%)/ (:Ed_ffa)a: |: 1—a :|n— 1—a k 7é17
K [ln(x—a)}i;:ln(b—a)—ln(n—a) ak a=1.

Limitou pre  — a* dostaneme

_ -«
(%>/b7dx T e,
o (T—a) +00 ak a>1.

Odtial vidime, Ze dany Z-integral konverguje pre 0 < o < 1 a diverguje pre o > 1.
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5.3 Vseobecny pripad nevlastného Z-integralu

Doteraz sme sa zaoberali funkciami, ktoré boli neohrani¢ené na lavom (resp. pravom)
okoli bodu b (resp. bodu a), pricom body a, b boli koncové body intervalu integrovania
alebo interval integréacie bol neohraniceny, t.j. bud a = —oo alebo b = +o00. Existuju
vsak aj zlozitejsie situacie, napr.

/ld /Z<x—1>1<x—2>da’"

V prvom pripade integrand je funkcia neohranicena na okoli bodu 0, ktory je vnutor-
nym bodom intervalu (—1,1). V druhom pripade je integrand funkcia neohranicena
na okoli bodu 1 aj bodu 2 a naviac interval integracie je neohranic¢eny. St to priklady
funkcii s kone¢nym poctom tzv. kritickych bodov.

Definicia 5.10. Bod zy € R nazyvame kriticky bod funkcie f, ak nastane jeden
z pripadov:

a) existuje g > 0 také, ze funkcia f je definovand na intervale (xg — dg, xg) a je
neohrani¢end na intervale (xg — d, zg) pre fubovolné 0 < d < d;

b) existuje dp > 0 také, ze funkcia f je definovana na intervale (xg,z¢ + do,) a je
neohranicend na intervale (zg, xo + d) pre fubovolné 0 < § < dy.

Nevlastné ¢islo +00 [—0o | nazyvame kriticky bod funkcie f, ak funkcia f je defino-
vand na intervale (K, +00) [(—oo, K)] pre nejaké ¢islo K.

Vsimnime si, ze v Definiciach 5.1 a 5.6 boli definované také nevlastné Z-integraly,
ze prave jeden koncovy bod intervalu (a, b) bol kriticky bod funkcie f. Pretoze otazka
konvergencie nevlastného Z-integralu je rovnaka tak pre nevlastny Z-integral na ne-
ohrani¢enom intervale, ako aj pre nevlastny Z-integral neohranicenej funkcie v okoli
jedného z koncovych bodov intervalu integrovania, v dalsom budeme uvazovaft tieto
pripady spolu v zmysle nasledujtcej definicie.

Definicia 5.11. Nech funkcia f je definovand na intervale (a,b), s vynimkou ko-
necného poctu kritickych bodov ¢; < ¢3 < --+ < ¢ (aj body a, b mdzu byt kri-
tické body funkcie f). Nech funkcia f je Z-integrovatelna na kazdom podintervale
intervalu (a, b), ktory neobsahuje ani jeden kriticky bod. Hovorime, Ze nevlastny %-
integral (Z) fab f(z)dz konverguje, akk pre kazd postupnost bodov (d;)f taku, Ze
a<dy<cr<di<ca<dy<---<dp_1<c <d<b, konverguju Z-integraly

do

(%) f(z)dz, (%) le(:c) dz,..., (%) kf(x) dz, (Z) ; f(z)dz. (5.6)

a do Ck

Sucet tychto integralov budeme nazyvat nevlastnym Z-integralom (%) f; f(z)dz.
Ak aspori jeden z integrélov v (5.6) diverguje, tak hovorime, Ze nevlastny Z-integrél
(%) f;f(x) dz diverguje.
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Kazdy z Z-integralov v (5.6) je nevlastny v zmysle jednej z Definicii 5.1 a 5.6.
Potrebujeme ukazat korektnost Definicie 5.11, t.j. Ze nie je zavisla na volbe bodov

do,dl,...,dk.

Veta 5.12. Nech (e;)f je postupnost bodov takijch, Ze a < eg < c¢; < e} < -+ < ¢ <
er, < b. Integraly v (5.6) konverguju prdve vtedy, ked konverguji integrdaly

gz)/eof(x)dx, (%)/le(x)dx / f(x) dz, %)/ejf(x)dx (5.7)

a sucet integralov (5.6) sa rovnd suctu integralov (5.7).

Doékaz. Oznacme ¢y = a,cxp1 = b. Staci ndm ukazat, ze pre kazdé i = 0,1,...,k
integraly (%) fji f(z)dx, (%) CZ"“ f(z) dx konverguju prave vtedy, ked konverguji

integréaly (%) fezf x)dx, (Z) f:“ f(z)dz a

/ f(z)dz + ( %7)

Nech 7 je niektoré z cisel 0, 1, ..., k. Ak d; = e;, tvrdenie zrejme plati. Nech teda
d < el (v prlpade d; > e; postupujeme podobne) a nech konverguju integraly

f f(z)dz a (%) dci“ f(z) dz. Pouzitim definicie nevlastného Z-integralu a adi-
tlvnostl Vlastneho %—mtegralu (pozri Vetu 3.61) dostavame

Cz+1 Cit1

/ f(z)dx + (%) f(z)dx

/f )dz + (%) Clﬂf()dx—hm " e+ lim ( /f

. é—rc 77~>c

~ lim (7 /f dx+ngal((%)/ f(x)dx+(<%’)/. f(x)dx)
~m (10 [ s [ sran) + o0 [ 00

_ lin@r(%))/ ) drt tim ( )/ f(z) da

Ci+1

/ f(z)dz + (Z) f(z)dx

odkial vyplyva, ze konverguji mtegraly na pravej strane rovnosti, z ¢oho dostavame

konvergenciu integralov na lavej strane. O
Predchadzajuci vysledok ndm umoznuje rozdelit interval (a,b) na koneény pocet

podintervalov, v kazdom z ktorych ma funkcia f len jeden kriticky bod.

Priklad 5.13. Ukézte, ze konverguje nevlastny Z-integral f Uvazujme

1+ac+ 2
Tubovolny bod a € R. Pre kazdé £ > a a kazdé n < a existuju vlastné Z-integraly

(zdovodnite vSetky medzikroky pri ich vypocte!)

B ¢ dw 2 26 +1 20+ 1
®(¢) = («@)/a m = ﬁ (arctg 73 — arctg 73 ) ,

¢ dw 2 2a+1 277+1)
v =(Z —— = = t — arct .
() = ( )/n (x—l—%)Z—l—% /3 (arc g 73 arctg 7
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Kedze

(2) /WL — lim ®(¢) = Tf (5 _ mgm> |

l1+z+22 >0 3

(%)/a _dr lim \11(77):2—\3/g <arctgm+z> ,

001+33'+.%'2 nN——00 3 2

tak dany nevlastny Z-integral konverguje a jeho hodnota je

o0 dz a dz o dx 231
(%)/_ool-kx—kﬁ_(%)/_ool+x+x2+(%)/a l+z4+22 3

Priklad 5.14. VySetrite konvergenciu nevlastného #Z-integralu I = fooo d
m21_1 mé dva kritické body © = 1 a £ = +00. Dany Z-integral bude konvergovat, ak
budt konvergovat Z-integraly

(%)/01%, (%’)/j%, @)/szdfl'

Pozrime sa na prvy integral. Nech £ € (0, 1) je lubovolné. Potom

3 3
(%)/0 xQdflzé(%)/ (xil_x—lkl) :% JV/ <x—1 x—lkl) de
:%{ln|x—1| ln|x—|—1|}z 2 §
Kedze L et
glir?—ﬁln §+1) +oo,

to znamen, Ze nevlastny Z-integral (%) fol ngl dx diverguje, preto ostatné Z-
integraly uz nemusime vysSetrovat. Podla Definicie 5.11 je dany Z-integral I diver-
gentny.

"4 Ulohy na precvicenie

0
o 1+9r2

<& Dvaja poctari A a B pocitaju integral (%) [~
nasledujtce:

dx. Vysledky ich snazeni st

t

A (@)/Om v dleim(%)/ot i dleimBln(l—ka)} — too.

1+ 22 t—00 14 22 t—00 0

B: (@)/m v dx—hm(%’)/t Y4y = lim Bm(ux?)}tt:o.

_Ool—l—l‘ t—00 _t1+:p t—00

Ako je to mozné? Kto z nich ma pravdu a preco?
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< Vypocditajte nasledujtce integraly:

0 00
(a) / e ™ dz, a > 0; (b) / e " cos fx du;
—00 0

(c) /_Z(lj%)?; () /Ollnxdx;
© [ = 0 [ iy

[ sy W[ e

¢ Nech nevlastny Z-integral (%) [;° ¢(2) x dz konverguje. Dokézte, Ze potom

(%) /oo o(z?) xdz = 0.

—00

<& Uréte vietky hodnoty redlneho parametra p, pre ktoré (%) fooo f(z) dz konverguje,
ak f(x) =a27P(1—e™").

% Niekolko poznamok o konvergencii nevlastného Riemannovho integralu

Castokrat je dolezité vedief rozhodntf o konvergencii nevlastného Z-integralu
bez jeho vypoctu (spomerite si na analogick situéciu v pripade nekoneénych ¢iselnych
radov!). Jednym takymto prikladom je integral

@ [T

2

pre ktory nedokazeme najst uzavretu formulu, avSak vieme, Ze konverguje. Hodnota
tohto integralu je definovana ako Fulerova-Mascheroniho konstanta v = 0,57721 ...
Ako zaujimavost uvedme, Ze o éisle v nie je zndme, ¢ je algebrické alebo trans-
cendentné, dokonca nie je zname, ¢i je raciondlne alebo iracionalne. Rovnako ako
v pripade nekonec¢nych ciselnych radov je vSak mozné ziskat kritérid konvergencie
nevlastnych Z-integrélov, ktorych dokazy bezia velmi podobne. Uvedieme tu len nie-
kolko prikladov.

(i) Cauchyho-Bolzanovo kritérium je jedingm kritériom dévajicim nutnt a posta-
¢ujicu podmienku konvergencie lubovolného nekonecného ¢iselného radu. Jeho ob-
doba pre nevlastny Z-integral je nasledujica: nevlastny Z-integrdl (%) [ f(x) dx
konverguje prave vtedy, ked

(Ve > 0)(3M > a)(VA, B > M) ‘(%) /AB fla)dz| < <.

Pri praktickych vypoctoch je vSak toto kritérium tazko pouzitelné, preto uvedieme
niekolko dal$ich prakticky viac pouzitelnych.
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(ii) Pre rad ) 7 a, s nezdpornymi ¢lenmi je jednoduché overit, ze postupnost
jeho ¢iastocnych suctov je neklesajica. Ak je naviac ohrani¢end zhora, potom rad
> an konverguje. Analogicky vieme vyslovit nasledujice kritérium konvergen-
cie nevlastného Z-integralu: ak f je mezdpornd Z-integrovatelnd funkcia na kaz-
dom intervale {(a,z) pre x > a a existuje M > 0 také, Ze pre vsetky © > a je
(%) [T f(t)dt < M, potom (%) [ f(z)dz konverguje. Na zaklade tohto kritéria
vieme jednoducho rozhodnit o konvergencii integralu (%) floo ;‘—g, pretoze pre kazdé
r>1je () /%<1

1t

(iii) Dal$im délezitym kritériom pre konvergenciu radov je (nelimitné) porov-
navacie, ktoré tvrdi, ze ku konvergencii radu s nezapornymi c¢lenmi je postacujice
najst majorantny konvergentny rad a k jeho divergencii néjst minorantny diver-
gentny rad. Uvedieme teraz analdgiu pre nevlastny Z-integral: ok f a g su nezd-
porné Z-integrovatelné funkcie na kazdom intervale (a,x) pre x > a a pre vsetky
x> a je f(z) < g(x), potom z konvergencie (%) [~ g(z) dz vypljva konvergencia
(%) [ f(x)dx a z divergencie (%) [° f(x) dz vyplyjva divergencia (%) [ g(x) da.
Potom (%) floo C'J;#dx konverguje, pretoze pre kazdé x > 1 je 0 < CO;# < z% a
(%) floo 2“% dx zase diverguje, pretoze pre kazdé x > 1 je Hiﬂ > % > 0.

(iv) Uvedené kritéria pojednévali o nezapornych funkciach. Analogicky ako v pri-
pade ¢iselnych radov sa dé& zaviest pojem absolttnej konvergencie (ktord implikuje
konvergenciu) a mnohé dalsie kritérid. Spomenieme uz len Dirichletovo kritérium po-
jednavajice o konvergencii nevlastného integralu pre nie nutne nezaporné funkcie:
nech f, g : {(a,+00) — R su také, Ze f je klesajica s xlggl@ f(z) =0, g je spojitd a exis-
tuje M také, Ze pre vsetky x > a je (Z) [ g(t)dt < M, potom (Z) [ f(x)g(x) dx

konverguje. Pomocou tohto kritéria ukazte konvergenciu integralu (%) fﬂoo s‘% dr a

() [ =2 da!
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