FUNKCIE, LINEARNA FUNKCIA, ROVNICE,
NEROVNICE A SUSTAVY

(REPETITORIUM Z MATEMATIKY)



Rozhodnite, v ktorych

z ponuknutych moznosti

nejde o funkciu:

) i
) i
C) iba
) |
E)

vSetky grafy su funkciami.
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Funkcia ako priradenie

f: D—H, HCR

Funkciou na mnozine D nazyvame Iubovolny predpis, ktory kazdému
prvku mnoziny D priradi prave jedno realne ¢islo. Mnozinu D nazyvame

definiény obor funkcie.

e kazdému prvku z mnoziny D je priradeny prave jeden prvok z mnoziny H
o !!l Zakazané: priradit’ viac prvkov jednému prvku

e Defini¢ny obor oznac¢ujeme Dy alebo D(f)

e Oborom hodnot funkcie f nazyvame mnozinu vSetkych realnych ¢isel, ktoré su
danou funkciou priradené prvkom definicného oboru. Oznacujeme ju H; alebo

H(f).



Pod funkciou si méZeme prestavit napr. priradenie veku €lenom rodiny

Jeden €len rodiny nembze byt rézne stary. Avsak viaceri ¢lenovia v
rodine mozu mat ten isty vek. Napriklad, keby tam mali patorcatd.

e najcastejsie D,H C R

. A ? Ve A
e Funkcia moze byt zadana rozne...



. A~ 9 » ~ ° ~ .
Funkcia moéze byt zadana réznymi sposobmi

e predpisom y = f(x)

r-nezavisle premennda
y-zavisle premenna

T Priklad: f(z) =52, o() =12, q(p) =120+ 16p —p

_r2 o 100 . _ 2
Resp. y =5z%, v=-,¢=120+16p—p

| -1 o~ ’ ~ >
: T ‘ POZOR! FUNKCIA MOZE BYT DANA AJ PO CASTIACH, napriklad
D
e’ akx >0
u(x) =
1 akxz<0
Obr. Priklad funkcie zadanej grafom
e grafom
e tabulkou
1 2 3 4 5 6 7
0 3000000  0,0009 x J5 i -0,00123

e usporiadanymi dvojicami, slovne, ...



Ktoré priradenie NIE je funkciou?

) x|-1]-1]0]1]2
4 ¥ 21-1(1121(3
X ¥
3 5
6 7
~ 12 9
18 =10

~ ~ . 7 . . . . ’ Y 9
Co d'alsie je v stvislosti s funkciami dobré ovlddat?

*The vertical line test



Co by som mal o funkcidch vediet?

e rozhodnut, ¢i dané priradenie je alebo nie je funkcia (definicia funkcie)

e identifikovat rozne spésoby urcenia funkcie

e vypocitat funként hodnotu v nejakom bode a naopak k danej hodnote dopoéitat
bod, v ktorom sa nadobuda

e urcit definiény obor a obor hodnoét funkcie
e vysetrit rozne vlastnosti (monoténnost, ohranicenost,...)

e pracovat s grafom funkcie (od¢itavat funkéné hodnoty, vlastnosti funkcii, ...)

e interpretovat vysSie spomenuté pojmy v prepojeni s redlnymi situdciami



Nech f(z) =3 — 2z. Potom

f(z +h) - f(x)
h

pre h # 0 je rovny

DO
B

S Qa



Nech f(z) =3 — 2z. Potom

f(z +h) - f(x)
h

pre h # 0 je rovny

g agz =z
DO
B

S

Uloha:

2) Urcte £(—1), £ (), £ (v2).
b) Néjdite redlne ¢isla, pre ktoré plati f(z) = 0.

Uloha: Uréte defini¢ny obor funkcie f.



Uvazujme graf funkcie f uvedeny na obrazku.

- a) Urcte f(—1).

/ b) Odhadnite f(2).

-\
(@)
—r

Pre aké hodnoty x je f(x) = 27

\ 0/ 1

X

d) Odhadnite hodnoty x pre ktoré f(x) = 0.

Obr. Graf funkcie f e) Urcte defini¢ny obor a obor hodnét

funkcie f.

1



(_211/2)

(61_3)

Obr. Graf funkcie f

Uvazujme funkciu f, ktorej graf je znazorneny
na obrazku. Ktoré vyjadrenia o funkcii f
su pravdivé?

A) Najvicsia hodnota funkcie f
(maximum funkcie f) je 8.

B) Riesenie rovnice f(xz) =0 je 2.

C) f(x) =0 pre z = 4.

D) Vsetky tvrdenia si nepravdivé.



(_2/1/2)

(61_3)

Obr. Graf funkcie f

Uvazujme funkciu f, ktorej graf je znazorneny
na obrazku. Ktoré vyjadrenia o funkcii f
su pravdivé?

A) Najvicsia hodnota funkcie f
(maximum funkcie f) je 8.

B) RieSenie rovnice f(x) =0 je 2.

C) f(z) =0 pre x = 4.

D) Vsetky tvrdenia si nepravdivé.



Ktoré vlastnosti funkcii sa daju skumat?

e monoténnost funkcie;
e ohraniéenost funkcie;
e extrémy funkcie (minimum, maximum);

e parnost resp. neparnost funkcie;

e Ako suvisia funkcie (graf funkcie) s rieSenim rovnic/nerovnic?

e Je dand funkcia prosta? Existuje k danej funkeii inverznd funkcia?, ...

o



f1 7

Rozhodnite, ktoré z funkcii
su ohranicené na svojom
definicnom obore.

fa

A) fla f37
B) flv f27 f37 f57

C) f17 f49 f57
D) f47 f5'

=g




f1 2

fa

Rozhodnite, ktoré z funkcii
su ohranicené na svojom
definicnom obore.

A) J1, [3:
B) fi, f2, f3, fa;

C) fl: f47 f57
D) f4a f5-



Rozhodnite, ktoré z uve-
denych funkcii su parne:

A) vsetky funkcie st parne;
, ) B) na obrazku nie je parna funkcia;
9 h 9 i C)
1 1
A AW by
—4—3§/L2 -10 1 2\8B 47 -4-3-20-10 1 2 3 4 2
| 1 | .
: -2 ’ -2

Obr. Grafy jednotlivych funkecii



i 2\% 4z 4 =39 =1

Obr. Grafy jednotlivych funkecii

Rozhodnite, ktoré z uve-
denych funkcii si parne:

A

vsetky funkcie su parne;

C

)

B) na obrazku nie je parna funkcia;
) f
) f

D



(I

distance
from home

distance
from home

(1)

time

distance
from home

time

distance
from home

time

time

Ktory z grafov na obrazku najlepsie
vystihuje nasledujtcu situaciu:

,, Len ¢o som odisiel z domu, uvedomil

som si, ze som st zabudol knihy. Musel
sp ey
som sa preto pre ne vratit. ”

A)i; Q) il



()

(I

distance
from home

distance
from home

(1)

time

distance
from home

time

distance
from home

time

time

Ktory z grafov na obrazku najlepsie
vystihuje nasledujtcu situaciu:

,, Len ¢o som odisiel z domu, uvedomil

som si, ze som st zabudol knihy. Musel
sp ey

som sa preto pre ne vratit. ”

A) i C) iii;

Uloha: Ktory z grafov na obrazku najlepsie vystihuje
situaciu:

a) ,,Veci igli dobre, kym som nedostal defekt
na aute.”

b) ,,Vykracoval som si pomaly, kym som si
neuvedomil, Ze uz meskam.”



*Uloha: Vyjadrite ako kvantifikovany vyrok: Funkcia f je rastiica na svojom definicnom
obore,

Uloha: Naértnite graf funkcie tak, aby spfﬁala vSetky nasledujice vlastnosti:

Q0

@]
N’ N N N N

neparna;

R

rastica na intervale (1,4);
klesajica na (—1,0);
D¢ =R;

Q.

mala maximum v bode 5 s hodnotou 6.



Uvazujme funkcie

Néjdite f(g(2)).

=

-,
oo
- DO

€



Uvazujme funkcie

Néjdite f(g(2)).

g a2

= O

Uloha: N4jdite predpis (a defini¢ny obor) zlozenej
funkcie f(g(x)) z predchddzajicej tlohy.



> X

(41 —1)

Obr. Graf funkcie f

*Uvazujme graf funkcie f, ktory je zndzorneny
na obrazku. Ktory z nasledujucich grafov
je grafom funkcie y = f(z +2) — 17

a) f

f f
b) i e) (6, 1)
(-1,5), _L (0, 0) y
:\ (2, -3)
=32
( ) 1 (3, 1)
—— F——>x
f
C) A
('21 2) -
HA4—— ——>x
-4,-1) |
T (2/ —2)

Odporucany text ku transformaciam grafov aj
s vysvetlenim TU.



Linearna funkcia,

linearne rovnice, nerovnice a sustavy



Ktora z funkcii ma graf
na obrazku?

A) y = 6z + 6;
B) y = -3z + 6;
ol C) y=—-3z+2;
21 D) y = 6x — 2;
_=2 _{1 1 i 2\i ‘ E) Ziadna z nich



Ktora z funkcii ma graf
na obrazku?

A) y = 6x + 6;
B) y = —3z + 6;
il C) y=—-3x+2;
21 D) y=6x —2;
)

Uloha: Akt smernicu ma priamka
znazornend na obrazku?



Linearna funkcia

Linearnou funkciou nazyvame kazda funkciu dani rovnicou
y =ax + b,

kde a, b € R, definicnym oborom je mnozina R.

Specidlne pre:

a=0............ konstantna funkcia.
b=0............ priama tmernost.
Poznamka:

e grafom linearnej funkcie je priamka

e priamka sa latinsky nazyva linea recta, odtial pomenovanie linedrna funkcia

6 Co je dobré ovladat v stvislosti s linedrnymi funkciami?



Dané su funkcie

Ji:

fo
f3
fa
I5
fe

y=2r+1,
cy = 2x — 3,
cy = —2x + 3,
cy = 0,5z + 3,
ry = 2x — 12,
ry = —x + 2.

a) Ktoré z tychto funkcii su klesajice?  /3: /o

b) Ktoré z grafov danych funkcii st f1, f2, f5
rovnobezné priamky?

c) Ktoré z grafov danych funkcif f3, fa
prechadzaju tym istym bodom

na osi y-ovej?

Odpoved piste v tvare napr. 123.



Uloha: Ist4 spolo¢nost prenajima autéd za 40 eur na den a 15 centov za kazdy kilometer.
Konkurencia pontka cenu 50 eur na den a 10 centov za kilometer.

a) Najdite predpis, ktory popisuje ndklady za prenajatie auta na den ako funkciu
prejdenej vzdialenosti pre kazdu zo spoloénosti.

b) Nacrtnite grafy oboch funkcii.

¢) Ako by sme sa mali rozhodovat pri vybere spolo¢nosti, ak je pre nds rozhodujtica
cena prenajmu?

*Uloha: Pre ktoré hodnoty ¢isla ,m“ méa dand rovnica koren vacsi ako 47

https://www.qgeogebra.org/qraphing



https://www.geogebra.org/graphing

Uloha: Na mnozine R rieste nasledujice rovnice

a) 8(3x —5)—5(2r—8) =20+ 4z
b) 4% 45 =144
)
)

c) u+i41=2=141

u

d) z—L41=2-141

xT

Uloha: Na mnozine R rieste nasledujice nerovnice

14  4—3=x 3z
a) —% o= g 2

by z—142>2=1 19

xT

Poznamka: Riesenia mnohych tychto 1iloh dostupné na http://www.priklady.eu



Pre ktoré z nasledujicich nerovnic s neznamou x € R je mnozina
vSetkych rieSeni interval (—oo,0)?

gL a "2

= O




Pre ktoré z nasledujicich nerovnic s neznamou x € R je mnozina
vSetkych rieSeni interval (—oo,0)?

A) =2z < 0;
B) %5 <0;
C) %5 =0
D) 2% < 0;
E) 22 < x.

Ako by ste pristupovali k rieSeniu nerovnice 12_—”; > —17



r

Ktoré body lezia mimo Sedej plochy
znazornenej na obrazku?

A) (0,0);
B) (-1, -6);
C) (1,-50);
D) (1,1);
E) (4,1).

*$edou plochou sa mysli vsetko ,,pod” priamkou, vratane.



r

Ktoré body lezia mimo Sedej plochy
znazornenej na obrazku?

A) (0,0);
B) (-1, -6);
C) (1,-50);
D) (1,1);
E) (4,1).

*$edou plochou sa mysli vsetko ,,pod” priamkou, vratane.



RieSte sustavu rovnic

3r + 5y = —5H2
—ox +y = 12

A) x=—-4,y= -8
B) 2=—-4,y=28;
C)xz=4,y=-8;
D) x =4, y=28;
E) 2 =4,y =4



RieSte sustavu rovnic

3r + 5y = —5H2
—ox +y = 12

A) x=—4,y= -8
B) 2=—-4,y=28;
C)xz=4,y=-8;
D) x =4, y=28;
E) 2 =4,y =4



Grafickym rieSenim sustavy nerovnic

r—2y>0
r—2y—1<0

je

A

B) priamy uhol;

T Q

)
)
) tupy uhol;
)
)

E

prazdna mnozina.

https://www.geogebra.org/graphing



https://www.geogebra.org/graphing

Grafickym rieSenim sustavy nerovnic

r—2y>0
r—2y—1<0

je

Uloha: Rieste nasledujicu sustavu linedrnych

nerovnic

—r+ 2>y

20 +y <1

https://www.geogebra.org/graphing



https://www.geogebra.org/graphing

*Na obrazku su v troch bodoch paraboly
vyznacené tri doty¢nice. Zorad'te tieto
doty¢nice podla smernice (sklonu).

E) HHI>I>11;

F) HI>II>1.

151
it A) I>TI>111;
11+
I T B) I>IIT>II;
il I
.1 C) II>I>III;
LB D) II>III>T;
)
)



*Na obrazku su v troch bodoch paraboly
vyznacené tri doty¢nice. Zorad'te tieto
doty¢nice podla smernice (sklonu).

15 A) I>II>IIL
Tl B) I>III>II;
' I C) II>I>IIL
T D) II>III>I;
(fsds’ E) HI>I>II

I F) TII>1T>1.

*Uloha: Uréte velkost uhla, ktory zviera graf
funkcie y = v/3x — 2 s kladnou

castou osi .
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Dakujem za pozornost



Ako odéitavat definiény obor
a obor hodnot



Ako z grafu odéitat definiény obor a obor hodné6t?

Uloha: 7 grafu funkcie odcitajte jej Dy a Hy.

D¢
8

1 g 1
o] 4

A) Dy =(-1,2) a Hf = (1, 3); C) Df=Ra Hf = (0,3);
B) Dy =(-1,2) a Hy = (0, 3); D) Dy =(-1,2) a Hf = (0, 3);



Ako z grafu odéitat definiény obor a obor hodné6t?

Uloha: 7 grafu funkcie odcitajte jej Dy a Hy.

D¢
8

1 g 1
o] 4

A) Dy =(-1,2) a Hy = (1,3); C) Dy =Ra Hy = (0,3);
B) D; = (—1,2) a Hf = (0,3); D) Dy =(-1,2) a Hy = (0, 3);



Ako z grafu odéitat definiény obor a obor hodné6t?

Uloha: 7 grafu funkcie odcitajte jej Dy a Hy.

C) Dy =Ra Hy = (0,00);

D) Dy =(—-1,2) a Hy = (0, 3);



Ako z grafu odéitat definiény obor a obor

Uloha: 7 grafu funkcie odcitajte jej Dy a Hy.

A) D= (-1,2) a Hf = (1, 3); C) Dy =R a Hf =(0,00);
B) Df:(—l,Q)aHf:(O,?)); D) sz(—l,Z)aHf:(O,S);

Uloha: Patria nasledujice body [—1,1], [3,0] grafu funkcie f7 @



Funkcia - vlastnosti



Monoténnost funkcie

/__ fjerasticana M C Dy & (Vai,x2 € M) 21 < 22 = f(21) < f(22)

(R f je klesajucana M C Dy & (Vxi,20 € M) 1 < 22 = f(x1) > f(x2)

[ .
/ vt f je neklesajucana M C Dy < (Vz1,22 € M) 21 < x2 = f(z1) < f(22)
N S
L \\ f je nerasticana M C Dy < (Vx1,22 € M) 1 < 22 = f(x1) > f(x2)
L S T R SN B




Monoténnost funkcie

Funkcia f sa nazyva rastica funkcia na mnozine M C Dy préve vtedy, ked pre kazdé
dva prvky x1, z2 € M plati: ak x1 < x2, tak f(x1) < f(z2).

Funkcia f sa nazyva klesajica funkcia na mnozine M C D; prave vtedy, ked pre
kazdé dva prvky x1,z2 € M plati: ak z1 < x2, tak f(x1) > f(z2).

Funkcia f sa nazyva neklesajica funkcia na mnozine M C D; prave vtedy, ked pre
kazdé dva prvky x1,x2 € M plati: ak x1 < x2, tak f(x1) < f(z2).

Funkcia f sa nazyva nerastica funkcia na mnozine M C Dy prdve vtedy, ked pre
kazdé dva prvky x1,x2 € M plati: ak x1 < x2, tak f(x1) > f(x2).

Uloha: Urcte Dy a Hy nasledujucej funkcie a najdite intervaly, na ktorych je funkcia rastica, kle-
sajuca, nerastica, neklesajiica.




Ohrani¢enost funkcie

Funkcia f sa nazyva zhora ohrani¢ena na mnozine M C Dy prave vtedy, ak existuje
také cislo h, ze pre véetky x € M plati f(x) < h. Cislu h hovorime horné ohranicenie.

Funkcia f sa nazyva zdola ohrani¢ena na mnozine M C Dy prave vtedy, ak existuje
také cislo d, ze pre vsetky x € M plati f(x) > d. Cislu d hovorime dolné ohranicenie.

Funkcia f sa nazyva ohrani¢ena na mnozine M C D¢ prave vtedy, ak je na mnozine
M ohranicend zhora a sicasne aj zdola.

Uloha: Zistite, ¢i je nasledujiica funkcia ohrani¢ena. Ak 4no, ndjdite jej
horné a dolné ohranicenie.




Ohrani¢enost funkcie

Funkcia f sa nazyva zhora ohrani¢ena na mnozine M C Dy prave vtedy, ak existuje
také cislo h, ze pre véetky x € M plati f(x) < h. Cislu h hovorime horné ohranicenie.

Funkcia f sa nazyva zdola ohrani¢ena na mnozine M C Dy prave vtedy, ak existuje
také cislo d, ze pre vsetky x € M plati f(x) > d. Cislu d hovorime dolné ohranicenie.

Funkcia f sa nazyva ohrani¢ena na mnozine M C D¢ prave vtedy, ak je na mnozine
M ohranicend zhora a sicasne aj zdola.

Uloha: Zistite, ¢i je nasledujiica funkcia ohrani¢ena. Ak 4no, ndjdite jej
horné a dolné ohranicenie.




Extrémy funkcie

e extrémy = maximum a minimum (nieCo, Co sa vymyka priemeru)

Napr. Vyvoj kurzu amerického dolara od eura v obdobi august 2006 do jula 2007

0.8001 .86

%féU“r 8.79
HJMP 9.78
b&tJ .77

8.76

8.75

8.74

8.73
0.7228 8,72

EUR

Uloha: Kedy mal dolar najvyssiu a kedy najnizsiu hodnotu? Urcte ju.

Hovorime, Ze funkcia f ma v bode @ € M maximum na mnoZine M prave vtedy, ked
pre vietky x € M plati f(x) < f(a).

Hovorime, Ze funkcia f ma v bode b € M minimum na mnoZine M prave vtedy, ked
pre véetky x € M plati f(x) > f(b).

POZOR! Maximom resp. minimom (ak existuje) je dand hodnota, nie bod, v ktorom sa nadobida.



Parnost resp. neparnost funkcie

Funkciu f nazyvame parnou prave vtedy, ak plati
a) Vo € Dy aj —x € Dy;
b) Vz € Dy plati f(—z) = f(x).

Graf parnej funkcie je simerny podla osi v.

=

Funkciu f nazyvame neparnou prave vtedy, ak plati
a) VYo € Dy aj —x € Dy;
b) Vx € Dy plati f(—z) = —f(x).

’ . . . ’ ’ 7 ~ . ’ . . Ve
Graf neparnej funkcie je simerny podla zaciatku sdradnicovej sustavy.

&

=N W

—4-3-2-1




... a kopec d’alsich vlastnosti...

e Je dana funkcia prosta? Existuje k danej funkcii inverzna funkcia?, ...
(obsahom inej hodiny repetitoria)

NA VYSOKOSKOLSKYCH KURZOCH MATEMATIKY NAS
bude ZAUJIMAT

e asymptotické spravanie sa funkcii (asymptoty funkcie);
e limitné spravanie sa funkcii (limita funkcie);
e ako rychlo nej. funkcia rastie resp. klesa (derivdcia funkcie);

e konvexnost resp. konkdvnost funkcie, atd.



Linearna funkcia



Co je dobré ovladat v suvislosti s lineArnymi funkciami?

e rozhodntt, ¢i dana funkcia je linedrna (definicia pojmu linedrna funkcia)
e popisat zdkladné vlastnosti linedrnej funkcie (vzhladom na parametre a, b)
e urc¢it predpis linearnej funkcie z grafu a naopak

e rieSit linedrne rovnice, nerovnice

o we ) » . » ’ ’
e riesit stistavy linearnych rovnic, nerovnic



Uloha: Dopliite informécie o vlastnostiach nasledujtcich linedrnych funkcif

a>0 / \ a<0 a=0

/

)y \

Dy

Monotdnnost

Ohranicenost

Minimum

Maximum

Parnost/neparnost

Prostost




Smernica priamky vs. uhol, ktory zviera graf s osou z...opakujeme...

Ako suvisi hodnota parametra a s uhlom, ktory zviera priamka
s kladnou ¢astou z-ovej polosi?

y1=a-x1+b
y2=a-x2+b

Y2 —Yyp —a-r2 —a-I1

Y2 —y1 = a- (r2 — x1)

Y2 — Y1

tgp = a=
g¥ o

T
1
]

Poznamka: Zrejme staci zvolit Px = [ps,0] a Py = [0, py]. Vtedy

Py b
a =1t — =
&2 —P=x —P=x




