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Maria Kolkova, Jana Pdcsova

Abstrakt

This paper deals with the simulation of a random variable using the
well-known Monte Carlo method. We suggest to use this method in two
problems, which are difficult for students to resolve using mathematical
calculations. We introduce these problems, which contain few calculations,
but do have deep mathematical background in fact. First problem concerns
with the qualitative evaluating of the probability of a random event. In the
second one, we estimate the expected value of a random variable using this
method.

1 Uvod

Metéda Monte Carlo (pod tymto nazvom zndma od r. 1949) je Statisticka
metdda, ktorej podstatou je vyuzitie ndhodnych ¢isel pri simuléacii nahodnych
premennych. Tato metdda sa pouziva na riesenie nielen matematickych, ale tiez
napr. fyzikalnych, spolocenskych, ekonomickych problémov. ([7], s. 509)

Myslienkou pouzit konkrétne rozlozenia kariet namiesto zlozitych kombina-
torickych vypoctov sa ako prvy zaoberal Stanislaw Marcin Ulam (polsky ma-
tematik) v snahe vypodcitat Sancu tspechu v hre Solitaire. Rozpracovanie tejto

myslienky s Johnom von Neumannom viedlo k vzniku tejto metédy [1].

Usudzovanie spojené so stochastickou simuléaciou, formulovanie vierohodnych
usudkov vyplyvajucich zo statistickych idajov, zbieranie a spracovanie Statistic-
kych dat s doélezitymi prvkami stochastického vzdelavania [5]. Preto v ¢lanku
navrhujeme, ako Metédu Monte Carlo spristupnit Ziakom.

Teoretické pozadie problémov a ilustracie simulacii stt uvedené len pre Citatela,
ktory chce hlbsie prenikntaf do rieSenych problémov. Prvy z nich je vhodny pouzit

pri zoznamovani sa ziakov s pravdepodobnostou na druhom stupni zékladnej
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Skoly. Druhy mozno odporucit pre ziakov strednej Skoly pri préci s aritmetickym
priemerom.

V ¢lanku respektujeme etapy, ktoré mozno pri aplikacii metddy rozlisit
([7], s. 506-524). St nimi:

e konstrukcia simula¢nej schémy (pojem vysvetlime neskor),

e urcenie sposobu realizécie simula¢nej schémy pomocou tabulky ndhodnych
¢isel alebo inych generatorov ndhodnjch hodnot,

e identifikovanie parametra (charakteristiky), ktorého hodnotu chceme od-
hadnit,

e zbieranie a spracovanie Statistickych idajov vhodnymi néstrojmi,

e urcenie hodnoty parametra (charakteristiky) na zéklade ziskanych udajov,

e faza interpretacie.

V ¢lanku sa odvolavame na nasledujiice pojmy:

Nahodny pokus chapeme podla [3] (s. 14) ako experiment, jav, pokus, o
ktorého priebehu a vysledku rozhoduje nahoda, pricom mnozina vysledkov po-
kusu je konecné alebo spocitatelnd a pre kazdy vysledok mozno kvantitativne
ohodnotit pravdepodobnost, s akou sa pokus tymto vysledkom skonéi (ndhodny
pokus oznacujeme podla [2] gréckym pismenom 0).

Stochasticky model nahodného pokusu ¢ je dvojica (2,p), kde 2 je
mnozina vsetkych vysledkov ndhodného pokusu ¢ a p je funkcia, ktord kazdému
vysledku priradi pravdepodobnost, s akou ndhodny pokus § moze skoncit tymto
vysledkom ([3], s. 36, 44, 62).

Simula¢na schéma nahodného pokusu § je ndhodny pokus d, vykonévany
prostrednictvom losovacich nastrojov s matematickymi vlastnostami (prostred-
nictvom kociek, trn, ruliet, minci), ktory ma s ndhodnym pokusom ¢ izomorfny
stochasticky model ([3], s. 98; [2], s. 255).

Kvalitativne ohodnotenie pravdepodobnosti si tsudky typu:

e udalost A je méalo pravdepodobna‘,
e udalost B je velmi pravdepodobnd®,

e ,udalost A je menej pravdepodobnd ako udalost B“ ([4], s. 251).

Nahodna premennd je funkcia z mnoziny €2, kde (€2,p) je pravdepodob-

nostny priestor, do mnoziny R realnych ¢isel ([3] s. 245).
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Tabulka ndhodnych ¢isel je protokol z mnohonasobného losovania s névra-
tom guliek do urny U, v ktorej je 10 guliek ocislovanych od 0 do 9 (porov. [3], s.
114 — 119).

2 Ohodnotenie pravdepodobnosti udalosti Me-
todou Monte Carlo

Uvazujme o probléme:

Problém 1:

Janko md velmi rad Cini Minis. V kaZdom baleni je jedna zo série Siestich
postaviciek z rozpravky Madagaskar. Postavicky su v baleniach rozdelené rovno-
merne 1. Janko chce mat ¢im skor celi sériu postaviciek, ale mama mu dovoli
kaZdy den kiupit si len jedno balenie. V pondelok si kipil prvé balenie. Akd velkd

je Sanca, Ze bude mat celi sériv uZ v sobotu?
Tento problém je mozné zadat Ziakom aj v jednoduchsej podobe:

Problém 2:

Janko md velmi rad Cini Minis. V kaZdom baleni je jedna zo série Siestich
postaviciek z rozpravky Madagaskar. Postavicky su v baleniach rozdelené rovno-
merne. Obchod, v ktorom nakupugje Janko, kaZdy den objednd Sest balent, pricom
v kaZdom baleni je ind postavicka. KaZdy den sa rozpredd vsetkych Sest balend
ceredlit. Janko chce mat ¢im skor celi sériu postaviciek, ale mama mu dovoli
kazdy den kipit si len jedno balenie. V pondelok si kipil prvé balenie. Akd velkd

je Sanca, Ze bude mat celi sériv uzZ v sobotu?

Tato formuldcia moze podnecovat nasledujicu otézku: ZdleZi na case, kedy
Janko pride do obchodu? (Teda ¢ si pri kiipe vybera zo Siestich alebo z mensieho
po¢tu baleni.)

Ak nevie, aké postavicky kupili v baleni zakaznici pred nim, tak sa pravde-
podobnost kupy danej postavicky nemé dévod menit. Rovnost Sanci zakaznikov

zdovodnuje nasledujtci tangram. Uvazujme napriklad o postavicke leva Alexa.

IT4to podmienka nam zabezpecuje, Ze baleni s kazdjm z typov postavidiek je rovnako vela.
A teda pravdepodobnost vyberu jednej z nich je %.
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Obr. 1: Tangram

Priebeh, ako vznikal tangram, je naznaceny indexami ¢iar. Jednotkovy stvo-
rec rozdelila prva ¢iara na dva utvary, ktoré znazortnuju velkosti pravdepodob-
nosti udalosti: {prvy zdkaznik kipil balenie s levom Alexom} (A), {prvy zdkaznik
nekupil balenie s levom Alexom} (Gtvar zlozeny z casti B, C, D, E, F). Tieto
velkosti st uréené obsahom ttvarov vymedzenych prvou ¢iarou. Utvar reprezen-
tujuci udalost {j-ty zakaznik nekipil balenie s levom Alexom} rozdeluje (j+1)-va
Giara (j € {1,2,3,4,5}). PretoZe obsah utvarov A, B, ..., F je rovnaky, aj prav-
depodobnosti udalosti {j-ty zdkaznik kupil balenie s levom Alexom} je rovnaka
pre j € {1,2,3,4,5,6}.

V Probléme 1 zohrava doéleziti tlohu nadhoda. Kupa balenia s postavickou
je ndhodnym pokusom (dalej v texte ho oznac¢ujeme ). Od pondelka do soboty
Janko kupi Sest baleni. Opakovanie pokusu § Sestkrat je novym ndhodnym po-
kusom (oznacujeme ho d,,). V stvislosti s pokusom 6,, moézno hovorit o dvoch
navzajom opacnych udalostiach:

A = {v kazdom baleni bude ind postavicka},

B = {aspori v dvoch baleniach bude rovnakd postavicka}.

Riesenie problému Metodou Monte Carlo spociva v urceni pravdepodobnosti
tychto udalosti, ktora je mierou Sance ich nastatia v budicnosti. Prostrednictvom
Statistickych tidajov ich mozno uréif kvalitativne. Statistické tidaje ziskame si-
muléciou pokusu 9, .

V prvej etape Metédy Monte Carlo je potrebné najst vhodni simulaéni
schému pokusu §,,. Kedze nasim cielom je, aby ju zZiaci samostatne odhalili, je

vhodné predostrief im nasledujiice pomocné otéazky.
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Pomocné otazky:

Janko ma velmi rad Cini Minis. V kaZdom baleni je jedna zo série Siestich
postaviciek z rozpravky Madagaskar. Postavicky su v baleniach rozdelené rovno-
merne. Janko si kupil jedno balenie. Akd je pravdepodobnost, Ze v miom ndjde
postavicku leva Alexa?

Ziak by si mal uvedomit, Ze podmienka rovnomernosti zabezpecuje 6 rovnako

pravdepodobnych vysledkov pokusu 9,,.

Ako mozZno simulovat kupu balenia s levom Alexom pomocou kocky?

Tato otazka vedie k priradeniu postavicke leva Alexa jedno konkrétne ¢islo na
kocke.

Ako mozZno pomocou kociek simulovat povodny problém?

Otazka vedie k urceniu simula¢nej schémy nahodného pokusu 9,,, ktorou je
opakovanie hodu kockou Sestkrat alebo hod $iestimi kockami. Uprednostnime
druhy pokus, oznacujeme ho J,.

Simula¢na schéma s, umoznuje urcif analogické udalosti k udalostiam A a
B:

Ak = {na kazdej kocke padne iné ¢islo},

Bk = {aspon na dvoch kockdch padne rovnaké ¢islo}.

Ako generator ndhodnych hodnét v druhej etape Metédy Monte Carlo pou-

zijeme 6 hracich kociek.

Tretia etapa si vyzaduje uvedomenie, Ze podstatné je interpretovat vysledky

realizovani simula¢nej schémy d,, vo vztahu k udalostiam Ay a B.

Zozbieranim vysledkov ndhodného pokusu ds, a ich sprehladnenim v tabulkéach

prechddzame do stvrtej etapy Metédy Monte Carlo.

nastala udalost Ay /By

10.

Tabulka 1: Zaznam 10-tich pokusov ds, ziaka

Kazdy zo ziakov uskutoc¢ni 10-krat pokus ds,. Po ukonceni pokusov bude

kazdy riadok Tabulky 1 obsahovat 6 ¢iarok. V poslednom stipci bude informacia
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Nastala udalost Agx
Nastala udalost By

Tabulka 2: Vyhodnotenie vysledkov celej triedy

o vztahu k udalostiam Ayx a By. Zéznam z pokusov celej triedy sprehladriuje
Tabulka 2.

Druhy stlpec Tabulky 2 bude obsahovat pocty pokusov Ziakov, v ktorjch na
kazdej kocke padlo iné ¢islo (prvy riadok tabulky) a poéty pokusov, v ktorych
aspon na dvoch kockach padlo rovnaké ¢islo (druhy riadok tabulky).

Na ziskanie predstavy o tom, aké vysledky mozno v triede ocakavat, uvddzame
vysledky desiatich simulacii v prostredi Microsoft Excel. V kazdej z nich sme
pokus d,, uskutoc¢nili 300-krat.

Nastala udalost Ax | 6 1 3 4 2 2 6 2 3 2

Nastala udalost By | 294 | 299 | 297 | 296 | 298 | 298 | 294 | 298 | 297 | 298

Tabulka 3: Simulécie ndhodného pokusu d,

So ziakmi budeme moct formulovat tsudky a posteriori (teda tsudky vyply-
vajuce zo Statistickych udajov):

Udalost Ay nastala len velmi zriedka. MoZeme ocakdvat, Ze ak by sme pokus
opakovali, ziskali by sme velmi podobné visledky. Znamend to, Ze tdto udalost je
velmi mdlo pravdepodobnd.

Udalost Bg nastala skoro zakaZdym, teda tdto udalost je velmi pravdepodobnd.

Statistické vysledky podnecujt k hladaniu ich matematického zdoévodnenia.
Aby ohodnotenie pravdepodobnosti udalosti By prostrednictvom Statistickych
udajov bolo vierohodné, je nevyhnutné opakovat pokus ds, dostatocne velakrat.
Potom vierohodnost tisudku o pravdepodobnosti udalosti By zarucuje Bernoul-
liho zékon velkych ¢isel ([2], s. 267).

V stochastickom modeli tohoto ndhodneho pokusu (a teda v pravdepodob-
nostnom priestore) je pravdepodobnost udalosti Ax zlomkom:

6! 720

P(Ak) = 5

= ——~0,015.
66 46656 0,015

A teda

P(Bg) =1— P(Ag) ~ 0, 985.
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Vypocet, uvedomenie si, ze rozdiel pravdepodobnosti udalosti Ay, Bk je do-
statoCne velky a aplikidcia Bernoulliho zdkona velkych ¢isel tvoria reflexiu a po-
steriort.

Pravdepodobnosti udalosti A a Ax a udalosti B a Bg st rovnaké. Preto
udalost {v kaZdom baleni bude ind postavicka} je velmi mélo pravdepodobna
a udalost {asporni v dvoch baleniach bude rovnakd postavicka} je velmi pravde-
podobna. Tento tsudok uz spada do etapy interpretacie Metédy Monte Carlo.
Prostrednictvom tejto metédy sme ziskali odpoved na problém: Sanca, ze Janko

uz v sobotu bude mat celt sériu postaviciek, je velmi mal4.

3 Odhad strednej hodnoty nahodnej premennej
Metodou Monte Carlo

Problém 3:

Janko ma velmi rad Cini Minis. V kaZdom baleni je jedna zo série Siestich
postaviciek z rozpravky Madagaskar. Postavicky su v baleniach rozdelené rovno-
merne. Janko chce mat ¢im skor celi sériu postaviciek, ale mama mu dovoli kaZdy
den kupit si len jedno balenie. Kolko dni moze Janko ocakdvat, Ze bude kupovat

ceredlie, kym nazbiera celi sériu? (porov. [2], s. 342; [7], s. 506)

Rovnako ako v prvom probléme mozno formulovat podobnu tlohu.

Problém 4:

Janko md velmi rad Cini Minis. V kaZdom baleni je momentdlne je jedna
zo série siestich postaviciek z rozpravky Madagaskar. KazZdy den si kupuje jedno
balenie, pretoZe chce mat ¢im skor celi sériu. Obchod, v ktorom nakupuje Janko,
kaZdy den objednd Sest balent, pricom v kaZdom baleni je ind postavicka. Kazdy
den sa rozpredd vietkiyjch Sest baleni ceredlii. Kolko dni mozZe Janko ocakdvat, Ze
bude kupovat ceredlie, kym nazbiera celi sériu, za predpokladu, Ze postavicky si

v balentach rozdelené rovnomerne?
V probléme sa stretavame s dvoma nahodnymi pokusmi:

e kipa balenia s ndhodnou postavickou (9),
e opakovanie kupy baleni tak dlho, az Janko ziska celi sériu postaviciek.

(Tento pokus ma nahodny pocet etap. Dalej v texte ho oznacujeme d,,).

Riesenie problému prostrednictom Metédy Monte Carlo si v prvej etape vy-

zaduje uvedomenie, ze postavicky s v baleniach rozdelené rovnomerne. Preto
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kipe jedného zo Siestich baleni zodpoveda hod kockou. Kazdej postavicke zod-
poveda jedno ¢islo na kocke. Preto pokus 6,, mozno simulovat opakovanim hodu
kockou tak dlho, az na nej padne kazdé z ¢isel aspon raz. Tento analogicky pokus

k pokusu §,, budeme oznacovat ds,.

V druhej etape Metédy Monte Carlo je potrebné popisat sposob simuldcie
nédhodného pokusu d,, pomocou tabulky ndhodnych éislel?>. Uprednostnime vsak

skutoc¢nt realizaciu pokusu ds, s hracou kockou.

Janko kupuje ceredlie tak dlho, az ziska celu sériu. Tento cas Cakania na sériu
je ndhodnou premennou 7', ktord nadobtuda hodnoty od Sest poc¢ntic. Stredné
(ocakévana) hodnota E(7') ndhodnej premennej T je jej charakteristikou, ktort
je potrebné urcit v tretej etape Metédy Monte Carlo.

Na zaklade statistickych tidajov ziskanych opakovanim nahodného pokusu 4,
bude mozné urcit aritmeticky priemer etap pokusu d,,. Podla Chin¢inovho zakona
velkych ¢isel je aritmeticky priemer dobrym odhadom strednej hodnoty nahodne;

premennej ([2], s. 484).

V Stvrtej etape navrhujeme pouzit Tabulku 4 na spracovanie ziskanych tda-
jov. Jednotlivé riadky (od 1 do 10) znamenaju realizaciu pokusu d,,. V druhom
az siedmom stlpci st znazornené vysledky po hode kockou. Posledny stipec za-
chytava pocet etap pokusu ds,.

Ako priklad uvaddzame tak( postupnost ¢isel, ktord padla pri jednom cakani
na kompletnt sériu: (1,6,4,5,4,6,2,1,3). Tato situdciu sme znazornili v prvom

riadku Tabulky 4:

et i i | Pocet etap pokusu 9,
L. [II|IT T |11 |1I]|II 9

10.

Tabulka 4: Zaznam 10-tich pokusov s, ziaka

Pri dostatoénom opakovani pokusu d,, bude s pravdepodobnostou blizkou 1
aritmeticky priemer poc¢tu etap blizky hodnote 14, 7.
(Dalej ukdzeme, ze E(T) = 14,7.)

Vo faze interpretacie mozeme formulovat tisudok a posteriori:

2Simulaciu pomocou tabulky nahodnych &isel ¢itatel ndjde v literattre [6], s. 221.
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Priemerne 15 dni musi Janko chodit do obchodu, kym ziska celi sériu posta-
viciek.

Uvadzame podstatné kroky vypoctu strednej hodnoty bez ich doésledného zd6-
vodnenia, nakolko to nie je predmetom ¢lanku. (Podrobnejsi spdsob vypoctu ¢i-
tatel najde v literatire [7], s. 347 — 348 a [3], s. 339-342.)

Opakovanie ktupy balenia s nahodnou postavickou tak dlho, az ziskame cela
sériu, mozno rozdelit na Sest po sebe nasledujicich faz. Nachaddzanie sa v j-tej faze
(7 € {0,1,2,3,4,5}) znamend, ze Janko zatial nazbieral j réznych postaviciek.
Teda j-ta faza je cakanim na jednu zo 6 — j postaviciek, ktoré Janko este nema.

Dl7ka trvania tohto ¢akania je ndhodnou premennou, jej hodnotou je pocet
opakovani ndhodného pokusu ¢ do ziskania balenia s novou postavic¢kou (vratane).
Oznacujeme ju Tj.

K ndhodnej premennej 7' teda mdzno pristupovat ako k siuctu ndhodnych
premennych T = Ty + T + Ty + T3 + Ty + Ts. Kedze strednd hodnota stactu
nédhodnych premennych je sictom ich strednych hodnot ([3], s. 341 veta 9.10),
ziskanie E(Tj) pre kazdé j € {0,1,2,3,4,5} by viedlo k ziskaniu E(T).

Opakovanie ndhodného pokusu ¢ v j-tej faze (j € {1,2,3,4,5}) je Bernoulliho
pokusom. Stac¢i kiipenie novej postavicky v j-tej faze interpretovat ako tispech a

kupenie takej postavicky, ak(i Janko uz ma, ako netspech. Ak pravdepodobnost,

6—j
5
Z definicie strednej hodnoty ? uréime stredny ¢as ¢akania na prvy tspech. V

Ze nastal tspech v j-tej faze oznacime u;, potom u; =

pripade nahodnej premennej Tj plati P(T; = k) = (1 — u;)*! - u;, kde k € N.
Jej stredna hodnota je teda Y oo k- (1 — uj)k_1

0 < u; <1 je tento rad absolitne konvergentny a jeho sucet je ui Podmienku
J

“u;. Pre u; spliajice podmienku

uvazované j € {1,2,3,4,5} splia.

Ostava najst E(Tp). Je isté, ze Janko pri prvej kipe hned ziska novi po-
stavicku, pretoze este ziadnu nemé, a teda P(Ty = 1) = 1, z ¢oho vyplyva, Ze
E(Ty) = 1.

Teda ocakavany cas cakania na vSetky postavicky zo série je

6 3

3Stredna hodnota nahodnej premennej X so spocitatelnym oborom hodnét je definovana
ako stcet radu Y ;- xx - P(X = xy) za predpokladu, Ze tento rad je absolttne konvergentny
([3], s. 339).
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Na zéklade Cebysevovej nerovnosti:

Ve > 0: Pz —14,7) <) > 2% (hodnota 38,99 je rozptyl ndhodnej pre-

n-g2

mennej T')

pre dané n a zvolené £ mozno uréit pravdepodobnost, Ze rozdiel medzi prieme-
rom vysledkov ziskanym z opakovania pokusu ds, a teoretickou hodnotou strednej
hodnoty nahodnej premennej 7" bude mensi ako .

Napr. pre n = 520 s pravdepodobnostou vii¢sou ako 99% bude rozdiel mensi

ako 2,74 a s pravdepodobnostou priblizne 85% rozdiel mensi ako 0, 7.

Ako ilustraciu uvadzame vysledky pokusu, ktory sme uskutoc¢nili so Studen-

tami Pedagogickej univerzity v Krakove.

Na hodine bolo 52 studentov a kazdy z nich opakoval pokus d,, 10-krat. Prie-
merny pocet etap pokusov celej skupiny bol 14, 68.

Nasledujuci graf dava informaciu o rozdeleni ndhodnej premennej 7.

Rozdelenie nahodnej premennej T

B0 - 55
w4 50
& 42 "

36 38
g 40 4 L 7
E 30 2
23
B 20 20
g - 17
111313 s
a 54545 2332 2
Tooo<“1Toool
0 = A=
6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 2B W 30 32 34 36 38 40 42
pocet etap pokusu dg,
Obr. 2: Vysledky 520-tich pokusov 4,
Id
4 Zaver

Proces pouzivania matematiky na rieSenie mimomatematickych problémov je
organizovany v troch fazach: faza matematizacie, faza vypoctov a dedukcie a faza
interpretacie. V prvej faze hfTadame matematicki formuléciu mimomatematického

problému. V nasledujicej faze rieSime uz matematicky problém matematickymi
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prostriedkami. Vysvetlenie ziskaného vysledku v povodnom kontexte tvori zave-
reént fazu. ([2], s. 131)

Na realizaciu fazy vypoctov a dedukcie v predlozenych problémoch ziaci ne-
maju potrebny matematicky aparat. Preto sme na ich riesenie navrhli metédu
Monte Carlo. Hoci predlozené problémy vyzaduja len malo vypoctov, v skutoc-
nosti st hlboko matematické. Rozvijaju dolezité stochastické kompetencie
([4], s. 248 — 249, 252; [2], s. 510):

schopnost prekladat mimomatematicky problém do jazyka matematiky,

navrhovat simulacie,

zbieratf a organizovaf Statistické tidaje,

e formulovat tisudky typické pre stochastiku.

Podnetom k napisaniu tohto ¢lanku bol nas studijny pobyt na Ustave matematiky Peda-

gogickej univerzity v Krakove pod vedenim prof. Adama Plockého.
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